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 Resumo 
 
Esse trabalho investiga a influência de incertezas na folga radial do mancal e na 
viscosidade do óleo do mancal no limite de estabilidade de rotores. Para solução do problema 
estocástico, foi utilizado o Método de Monte Carlo. A avaliação das influências dos parâmetros 
foi feita através de um planejamento fatorial completo, considerando dois níveis de coeficiente 
de variação para cada parâmetro. 
 O modelo de mancal utilizado foi o modelo linear para mancal curto, em que a influência 
do filme de óleo no sistema é representada por coeficientes de rigidez e amortecimento diretos 
e cruzados. Esse modelo foi escolhido por ser mais simples, de forma que compensasse o alto 
custo computacional das simulações de Monte Carlo.  
Foram considerados três diferentes modelos de rotor: rígido, Laval e flexível modelado 
por elementos finitos. O modelo de rotor rígido considera um eixo sem qualquer flexibilidade, 
enquanto o modelo Laval considera um eixo flexível com massa desprezível. No caso do rotor 
modelado por elementos finitos, o eixo é modelado por elementos de viga de Timoshenko. 
 A avaliação da influência das incertezas nos parâmetros foi feita considerando os 
mesmos parâmetros e dimensões nos três modelos, exceto pelos parâmetros que precisam ser 
acrescentados de acordo com a complexidade do modelo. 
Os resultados mostraram que para o rotor rígido, a folga tem mais influência que a 
viscosidade nos quatro momentos estatísticos considerados (média, variância, simetria e 
curtose), sendo que na média e na variância, a viscosidade tem efeitos mínimos. Ao considerar 
confiança de 95%, apenas a folga tem efeitos significativos na média e na variância, de forma 
que a curtose e a simetria não sofrem efeitos significativos de nenhum dos parâmetros.  
No modelo de rotor flexível Laval, a viscosidade tem mais influência que a folga na média 
do limite de estabilidade, mas a folga tem mais influência nos outros momentos. Ao considerar 
95% de confiança, apenas a folga apresenta efeito significativo na variância, na simetria e na 
curtose do limite de estabilidade.  
Já no rotor flexível modelado por elementos finitos, todos os momentos sofrem mais 
influência da viscosidade, sendo que para a variância, a folga apresenta efeito mínimo. A 
viscosidade só tem efeito significativo na variância do limite de estabilidade, considerando 95% 
de confiança. 
O modelo de elementos finitos apresenta menor incerteza no limite estabilidade, 
caracterizando maior robustez em relação ao modelo Laval. Assim, o modelo Laval pode ser 
 
 utilizado para caracterizar a influência de incertezas no sistema como uma primeira 
aproximação, mas recomenda-se que seja utilizado o modelo de elementos finitos para melhores 
resultados, uma vez que o sistema real é melhor representado por ele. Por fim, ressalta-se que 
sistemas caracterizados de forma diferente das consideradas nesse trabalho podem não 
apresentar os mesmos resultados.  
 
Palavras-chave: Máquinas rotativas; Mancais Hidrodinâmicos; Quantificação de Incertezas; 
Método de Monte Carlo. 
 
 
  
 Abstract 
 
This work investigates the influence of uncertainties of bearing radial clearance and oil 
viscosity on the stability threshold of rotors. The solution of the stochastic problem was 
obtained by the Monte Carlo Method. The evaluation of the influences of the parameters was 
made by a complete factorial design, considering two levels of coefficient of variation for each 
parameter.  
 The utilized bearing model was the linear model for short bearing, in which the oil film 
influence on the system is represented by stiffness and damping coefficients, direct and crossed. 
This model was chosen because of its simplicity, so it could compensate the high computational 
cost of the Monte Carlo simulations. 
Three different rotor models were considered: rigid, Laval and flexible modeled by finite 
elements. The rigid rotor model considers a shat without any flexibility, whilst the Laval model 
considers a flexible massless shaft. In the case of rotor modeled by finite elements, the shaft is 
modeled by Timoshenko beam elements.  
The evaluation of the uncertainties on parameters was made considering the same 
parameters and dimensions on all rotor models, except by parameters that must be included 
according to the model complexity.  
Results show that for the rigid rotor, the bearing clearance has more influence than the oil 
viscosity on the four statistical moments considered of the stability threshold (mean, variance, 
skewness and kurtosis), and for the mean and variance, the oil viscosity has minimum effects. 
Considering a 95% confidence, only the bearing clearance has significative effects on the mena 
and the variance, so the kurtosis and the skewness are not significantly affected by any 
parameters.   
For the Laval model of the flexible rotor, viscosity has more influence on the mean of the 
stability threshold, but the bearing clearance has more influence on the other statistical 
moments. Considering a 95% confidence, only the bearing clearance has significant effects on 
variance, skewness and kurtosis of the threshold of stability. 
For the flexible rotor modeled by the finite elements method, all the statistical moments 
are more influenced by the oil viscosity, and for the variance, the bearing clearance has 
minimum effect. Oil viscosity only has significant effect on the variance of the stability 
threshold, considering a 95% confidence. 
 The finite elements model presents lower uncertainty in the threshold of stability, 
characterizing greater robustness when compared to the Laval model. Thus, the Laval model 
may be used for characterizing the uncertainties influence on the system as a first 
approximation, but it is recommended to apply the finite elements model for better results, as 
the real system is better represented by it. Lastly, it is highlighted that systems that are 
characterized in different ways then the ones considered in this work may not present the same 
results. 
 
Keywords: Rotating machinery; Hydrodynamic bearings; Uncertainties Quantification; Monte 
Carlo Method. 
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1 INTRODUÇÃO  
 
Máquinas rotativas representam grande parte dos equipamentos dinâmicos presentes nas 
indústrias dos mais variados segmentos. Alguns exemplos são bombas, turbinas, motores e 
compressores, máquinas presentes em diferentes escalas em diversas aplicações. Dessa forma, 
o estudo acerca dos fenômenos presentes nessas máquinas torna-se importante para o 
desenvolvimento da produção industrial. 
Esse tipo de máquina é constituído basicamente por um eixo rotativo que tem acoplado a 
ele pelo menos um elemento, que pode ser uma engrenagem, uma polia, um disco, uma hélice, 
entre outros, dependendo de cada aplicação. O eixo é apoiado em pelo menos dois mancais, de 
forma que o movimento rotativo seja permitido. Existem tipos diversos de mancal, sendo os de 
rolamento e os de filme de óleo os mais aplicados.  
Rolamentos são componentes mecânicos que possuem uma parte fixa e outra rotativa, 
separadas por esferas ou cilindros, dependendo da carga que deve ser por eles suportada. 
Entretanto, sua aplicação nem sempre é possível, e o uso de mancais preenchidos com óleo é 
necessário. 
Mancais hidrodinâmicos têm ampla aplicação em máquinas rotativas. O filme de óleo 
garante lubrificação entre as partes fixa e rotativa, evitando o contato entre elas durante a 
operação. Além disso, suportam altas cargas e são de fácil manutenção. Existem vários tipos de 
mancais hidrodinâmicos: cilíndricos, elípticos (ou lemon), trilobulares, tilting-pad, entre outros. 
O tipo de mancal hidrodinâmico mais simples é o cilíndrico. Nesse caso, há uma situação 
em que ocorre uma instabilidade no sistema, causada justamente pela presença do filme de óleo. 
Esse fenômeno é chamado de instabilidade fluido-induzida e é composto por duas condições, o 
oil whirl  e o oil whip. O oil whirl é uma vibração de precessão sub-síncrona, que normalmente 
ocorre em uma frequência próxima à metade da velocidade de rotação e em condições 
específicas, permanecendo até que a velocidade de rotação atinja aproximadamente duas vezes 
a frequência natural do sistema. A partir dessa velocidade, o fenômeno de oil whip tem início 
com frequência igual à da ressonância, gerando grandes amplitudes de vibração. Esse fenômeno 
deve ser evitado por causar grandes amplitudes de vibração, danificando rapidamente o 
equipamento. 
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A determinação da velocidade de rotação do eixo em que ocorre essa instabilidade pode 
ser feita através das partes reais dos autovalores do polinômio característico do sistema 
modelado. Como qualquer sistema real está sujeito a variações de parâmetros, o limite de 
estabilidade do sistema pode diferir do limite determinado dessa forma na fase de projeto. 
Essas variabilidades podem ser provenientes de processos de fabricação ou da etapa de 
montagem do equipamento, mas ocorrerem principalmente devido a desgastes ou a condições 
de operação diferentes das previstas. Dessa forma, analisar esse problema como um problema 
estocástico proporciona um maior entendimento sobre o comportamento do sistema real, 
garantindo maior segurança na sua operação. 
Esse trabalho utiliza simulações de Monte Carlo para obter a solução do problema 
estocástico associado ao limite de estabilidade de rotores suportados por mancais 
hidrodinâmicos. São considerados rotores com mancais idênticos e simétricos fixados em base 
perfeitamente rígida nos modelos de rotor rígido e Laval (rotor com eixo flexível de massa 
desprezível). Para o modelo de eixo flexível modelado pelo Método de Elementos Finitos, os 
mancais tiveram as amostras aleatórias geradas de maneira independente, de forma que os 
mancais não são necessariamente idênticos.  
O modelo de mancal hidrodinâmico utilizado foi o sugerido por Lund (1962), em que os 
coeficientes de rigidez e amortecimento equivalentes são calculados através de parâmetros que 
são função da razão de excentricidade do mancal, que é função da velocidade de rotação do 
eixo. Esse modelo foi escolhido por ser uma maneira simples de caracterizar o mancal, 
representando sua influência no comportamento do sistema sem apresentar um alto custo 
computacional. 
Os parâmetros escolhidos para apresentar variabilidade foram a folga radial, que está 
sujeita a desgaste, e a viscosidade do óleo, que sofre variações devidas a mudanças na 
temperatura. As amostras aleatórias para esses dois parâmetros foram geradas a partir de uma 
distribuição gama, com dois níveis de coeficiente de variação para cada parâmetro, de forma 
que sua influência foi estudada a partir de um planejamento fatorial completo.  
O Capítulo 2 desse trabalho traz uma revisão da literatura a respeito de mancais 
hidrodinâmicos, da modelagem de máquinas rotativas e da quantificação de incertezas em 
problemas de engenharia. 
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O Capítulo 3 explica as modelagens utilizadas no trabalho, para os mancais 
hidrodinâmicos, para os rotores de eixo rígido e de eixo flexível (Laval), para o modelo de 
elementos finitos e para a quantificação de incertezas através do Método de Monte Carlo. 
O Capítulo 4 traz os resultados e a análise das simulações realizadas para os modelos, 
bem como a verificação da convergência do Método de Monte Carlo em relação ao número de 
objetos nas amostras necessários para o estudo da variação do limite de estabilidade. 
O Capítulo 5, por fim, traz as conclusões do trabalho, obtidas a partir das análises e 
resultados apresentados no Capítulo 4, e sugestões de trabalhos futuros. 
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2 REVISÃO DA LITERATURA  
 
 
2.1 Modelagem de Sistemas Rotativos 
 
 
A história das máquinas rotativas, desde a invenção da roda até os vários métodos de 
estudo da dinâmica dessas máquinas é apresentada por Rao (2011). Desde a segunda metade 
do século XIX, a dinâmica de máquinas rotativas é estudada. 
A modelagem de sistemas rotativos, bem como a análise de suas respostas com relação a 
diferentes situações como desbalanceamento, desalinhamento, entre outros, é apresentada por 
Vance (1988), Krämer (1993), Childs (1993), Gash, Nordmann e Pfützner (2002), Genta (2005) 
e Ishida e Yamamoto (2012). 
Em 1869, Rankine identificou a existência de velocidades de rotação críticas para um 
sistema rotativo. Dunkerley (1895) descobriu que, em certas condições, essas velocidades 
críticas coincidiam com as frequências naturais do eixo não-rotativo e obteve, a partir de várias 
medições, um método para calcular a primeira velocidade crítica. Esse método é dado pela 
relação de Southwell e permitia o cálculo até para sistemas complexos. Föppl (1895) tinha como 
objetivo calcular as velocidades críticas para diversos discos e mancais e no seu trabalho 
considerou até o efeito giroscópico e sua dependência com a velocidade de rotação do eixo.  
Um modelo simples de rotor, utilizado até hoje para o estudo fenomenológico dessas 
máquinas, foi apresentado por Laval, em 1895. Trata-se de um eixo longo e flexível, de massa 
desprezível, biapoiado em estrutura rígida, com um disco rígido fixado no seu centro 
longitudinal. Esse disco tem massa e momento polar de inércia em relação ao eixo de rotação e 
seus centros de massa e geométrico não são necessariamente coincidentes, de forma que o 
modelo permite o estudo de desbalanceamento. 
Esse modelo também é conhecido pelo nome de Jeffcott. Jeffcott (1919), acrescentou ao 
modelo de Laval o amortecimento equivalente no sistema, responsável por representar a energia 
dissipada na deformação do eixo.  
Archer (1963), propõe o uso do Método de Elementos Finitos (MEF) para a modelagem 
de sistemas rotativos. Na década de 70, então, Ruhl e Booker (1972) utilizaram o método para 
estudar a estabilidade e a resposta ao desbalanceamento de um sistema turbo rotor. Thorkildsen 
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(1972) incluiu no modelo momentos giroscópicos e inércia de rotação. Um elemento com esses 
efeitos além da inércia de translação, flexão e amortecimento interno foi apresentado por 
Dimaragonas (1975). A esse último modelo, Gash (1976) incluiu efeitos de excentricidade 
distribuída. 
O elemento de viga que modela o eixo foi apresentado por Nelson e MacVaugh (1976), 
juntamente com o modelo de disco rígido. Esse modelo utilizava o elemento de viga de 
Rayleigh e considerava carga axial, rigidez à flexão, momentos giroscópicos e inércias de 
translação e rotação. Em extensão a esse trabalho, Nelson (1980) apresentou o elemento de viga 
de Timoshenko, adicionando a deformação por cisalhamento transversal ao modelo de viga de 
Rayleigh. Zorzi e Nelson (1980) fizeram o desenvolvimento das equações considerando torque 
axial.  
O elemento de disco rígido que foi introduzido em 1976 por Nelson e MacVaugh foi 
generalizado por Zorzi e Nelson (1977), que incluíram ao elemento os efeitos de amortecimento 
interno viscoso e histerético.  
Esses modelos consideravam que o elemento tem seção transversal cilíndrica, de forma 
que sua inércia e área eram constantes ao longo do tempo. Seu movimento tem oito graus de 
liberdade, duas rotações e duas translações em cada extremidade do elemento (Tuckmantel, 
2010). 
Na análise das frequências naturais do sistema, o diagrama de frequência-rotação, 
chamado diagrama de Campbell, tem papel fundamental. Esse diagrama foi utilizado por 
Campbell (1924) para analisar a vibração axial de volantes de disco de turbinas a gás em função 
da rotação, pela General Electric Company. Como o sistema rotativo possui frequências 
naturais dependentes da rotação, o diagrama é importante para verificar em quais frequências 
ocorrem a coincidência da rotação do eixo com a frequência natural. Esse diagrama pode ser 
obtido através do cálculo dos autovalores do sistema em função da rotação (Tuckmantel, 2010). 
 
2.2 Modelagem do Mancal Hidrodinâmico 
 
 
O estudo da dinâmica de mancais tem seu início no fim do século XVII (Carneiro, 2014). 
Na ocasião, Petroff (1883) e Tower (1885), independentemente, estudaram a lubrificação 
dinâmica, descobrindo que é gerado um campo de pressão devido ao movimento relativo entre 
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duas superfícies separadas por um filme fluido. Esse campo de pressão gera a força de 
sustentação do eixo, corforme explicado em Norton (2011). 
Reynolds (1886) obteve a equação que ficou conhecida como equação de Reynolds 
simplificando as equações de Navier-Stokes considerando a pequena dimensão da folga radial 
do mancal. Essa equação não possui solução analítica em sua forma completa e é resolvida 
através de métodos numéricos.  
Sommerfeld (1904) obteve uma solução analítica para a equação de Reynolds 
considerando um mancal infinitamente longo, de forma que o gradiente de pressão associado 
ao comprimento do mancal poderia ser desprezado 
Ao considerar, então, o mancal curto (razão entre comprimento e diâmetro menor que 
0,5), Ocvirk (1952) obteve a solução analítica da equação de Reynolds, uma vez que sua 
consideração permite desprezar o gradiente de pressão na direção circunferencial. 
Pinkus (1956, 1958, 1959) resolveu problemas de lubrificação hidrodinâmica utilizando 
recursos computacionais, o que gerou a possibilidade de avaliação de diferentes geometrias 
nesse tipo de problema. Vários métodos iterativos para a solução do problema de diferenças 
finitas na solução da equação de Reynolds foram utilizados por Singhal (1982). 
Stodola (1925) e Hummel (1926) introduziram a ideia de representar o mancal 
hidrodinâmico por meio de coeficientes de rigidez e amortecimento, com o objetivo de 
aprimorar o cálculo da velocidade crítica de um sistema rotativo. 
Lund (1962) calculou coeficientes de rigidez e amortecimento para mancais cilíndricos 
hidrodinâmicos, partindo da equação de Reynolds. Com isso, foi possível observar a influência 
do filme de óleo no movimento do rotor. Em 1964, Lund propôs um método para calcular os 
coeficientes de rigidez e amortecimento equivalentes para o mancal do tipo “tilting-pad”. 
O fenômeno da instabilidade fluido-induzida foi descrito por Newkirk e Taylor (1925), 
que caracterizaram sua ocorrência em uma velocidade de rotação que era aproximadamente o 
dobro da velocidade crítica do rotor. Em um primeiro momento, o fenômeno foi chamado de 
oil whip. Mais tarde, percebeu-se que o fenômeno apresenta caráter mais complexo, incluindo 
a condição de oil whirl (Castro, Cavalca e Nordmann, 2008). 
O fenômeno da instabilidade fluido-induzida foi observado na modelagem proposta por 
Muszynka (1986), trabalho que foi estendido em Muszynka (1988) e por Muszynka e Bently 
(1989). No trabalho de 1996, Muszynka e Bently revisaram seus resultados e detalharam os 
parâmetros que influenciam na instabilidade. 
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Lund (1987) revisou o conceito dos coeficientes de rigidez e amortecimento para mancais 
hidrodinâmicos comparando a análise linear com a não-linear e concluindo que, ainda que 
alguns refinamentos pudessem melhorar seu método, ele era adequado para a representação de 
algumas situações práticas.  
A análise de estabilidade de um rotor rígido horizontal sem desbalanceamento, suportado 
por dois mancais hidrodinâmicos idênticos, considerados curtos e com escoamento turbulento 
foi feita por Hashimoto, Wada e Ito (1987). Na ocasião, foram apresentadas as curvas dos 
coeficientes dinâmicos de rigidez e amortecimento. 
Bently (1996) relacionou a variação da rigidez do mancal com a instabilidade whirl. 
Chauvin (2003) investigou esse fenômeno experimentalmente, identificando o fenômeno de oil 
whirl na partida do sistema.  
Um modelo não-linear para as forças no mancal hidrodinâmico, considerando mancal 
curto e escoamento laminar, foi proposta por Capone (1986 e 1991). Esse modelo foi utilizado 
por Castro, Cavalca e Nordmann (2008) para modelar um sistema rotor-mancal. Castro (2007) 
validou esse modelo através da comparação das simulações com experimentos, além de 
determinar os coeficientes dinâmicos dos mancais. 
Machado e Cavalca (2009) implementaram modelos numéricos para mancais 
hidrodinâmicos e Tuckmantel (2010) utilizou esses modelos para integrar a uma modelagem de 
elementos finitos de um rotor e sua estrutura de suporte. A modelagem para a fundação de 
sistemas rotativos por coordenadas mistas é apresentada por Cavalca (1993). 
 
2.3 Quantificação de Incertezas 
 
 
Silveira (2003) afirma que a variabilidade está presente na engenharia assim como em 
tantas outras áreas da vida humana. De acordo com Noh (2005), todos os parâmetros de um 
sistema possuem incertezas tanto no domínio temporal como no espacial. A variabilidade de 
um produto tem origem tanto nas variações de materiais como nas variações de processos, 
segundo Cafeo e Thomas (1997).  
O planejamento experimental e sua relação com a estatística foi definida por Fisher nas 
décadas de 20 e 30. A motivação para esse desenvolvimento foi a percepção de que muitas 
questões que eram levantadas em seu trabalho de análise de dados não podiam ser respondidas 
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por causa da falta de robustez no planejamento dos experimentos. As vantagens do 
planejamento fatorial observadas por Fisher foram que, apesar de a cada experimento apenas 
um fator apresentar variação, cada experimento provê informações de muitos fatores e não 
apenas do que está sendo variado. Além disso, esse tipo de planejamento fornece uma base 
sólida para fazer conclusões generalistas, uma vez que os efeitos são observados em várias 
condições experimentais (Steinberg e Hunter, 1984). 
O Método de Monte Carlo foi criado por Stanislaw Ulam e John Von Neumann, na década 
de 1940, para solucionar um problema de difusão de nêutrons (Shonkwiller e Mendivil, 2009) 
e, desde então, tem sido usado para solucionar problemas estocásticos, incluindo problemas de 
variabilidade em engenharia.  
Esse uso do Método de Monte Carlo é indicado por Shinozuka (1972), que ressalta a 
importância do avanço na computação para a aplicação do método. Nesse trabalho, ele utiliza-
o para analisar a resposta dinâmica de estruturas lineares e não-lineares submetidas a excitações 
aleatórias, além de obter soluções numéricas para problemas estruturais com materiais 
aleatoriamente não-homogêneos. 
De acordo com Graham e Deodatis (2001), um dos métodos mais utilizados para modelar 
incertezas em sistemas complexos é o Método de Elementos Finitos Estocástico (SFEM – 
Stochastic Finite Element Methods). Em seu trabalho, estudaram a variabilidade da resposta de 
deslocamento de estruturas com múltiplas incertezas, tanto em propriedades do material como 
em propriedades geométricas. Falsone e Impollonia (2002) estudaram incertezas em estruturas 
estáticas modeladas por elementos finitos.  
O Método de Monte Carlo fornece soluções precisas para problemas da mecânica 
envolvendo não-linearidades, estabilidade estocástica, grandes variações de parâmetros com 
incertezas, entre outros. Apesar de ser frequentemente avaliado como menos elegante que 
outros métodos, o de Monte Carlo pode ser utilizado em problemas de grande complexidade, 
uma vez que sua acurácia depende do número de realizações utilizadas para caracterizar o 
sistema e não da dimensão do sistema em si. Como uma realização é completamente 
independente de outras, o método é adaptado de forma eficiente em computação paralela 
(Schuëler, 1997). 
De acordo com Didier, Sinou e Faverjon (2012), para modelagens determinísticas por 
elementos finitos, o método de simulações de Monte Carlo é adequado para simular incertezas, 
através da geração de amostras para variáveis aleatórias, tendo como desvantagem o custo 
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computacional para convergência. No trabalho de Didier, Sinou e Faverjon (2012), o efeito da 
variabilidade na resposta dinâmica de sistemas rotativos com múltiplas falhas é investigado. 
O trabalho de Peradotto et al. (2015) analisa a resposta estocástica de um sistema rotativo 
modelado por elementos finitos, utilizando os métodos de balanço harmônico (Harmonic 
balance method - HBM) e expansão polinomial do caos (Polynomial Chaos Expansion – PCE). 
Sinou, Didier e Faverjon (2015) utliza esses métodos acoplados para avaliar a resposta 
estocástica não-linear de um rotor. Garoli e Castro (2016a.) utilizam o método de Colocação 
estocástica para avaliar os coeficientes dinâmicos de um mancal hidrodinâmico. A avaliação da 
resposta não-linear de um rotor é feita por esse mesmo método em Garoli e Castro (2016b). 
Cavalini Jr. et al. (2015) faz a análise de incertezas de um rotor flexível suportado por mancais 
hidrodinâmicos utilizando análise Fuzzy. Uma análise de incertezas de um rotor com mancais 
flexíveis e disco em balanço utilizando o método de Monte Carlo foi realizado por Castro, 
Santos e Sampaio (2017). 
Assim, com base nesses trabalhos previamente realizados, esse trabalho busca investigar 
o efeito de incertezas em parâmetros dos mancais hidrodinâmicos no limite de estabilidade de 
rotores rígido e flexível. A solução do modelo estocástico é feita através do método de Monte 
Carlo. O mancal hidrodinâmico é modelado por coeficientes de rigidez e amortecimento, 
conforme proposto por Lund (1962). O rotor flexível é modelado de duas formas: conforme 
proposto por Laval (1895) e pelo método de Elementos Finitos. 
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3 MODELAGEM DE SISTEMA ROTATIVO 
 
 
Nesse capítulo são apresentadas as teorias e considerações utilizadas para modelar o 
sistema. Primeiro é apresentada a modelagem de mancal hidrodinâmico, com o cálculo de 
coeficientes de rigidez e amortecimento conforme desenvolvido em Krämer (1993), com base 
na proposta de Lund (1962). Depois, é apresentado o modelo de rotor rígido. Em seguida, é 
apresentado o modelo de rotor Laval. Na sequência, a proposta de modelagem por elementos 
finitos é descrita. Por fim, é indicada a modelagem da quantificação de incertezas. 
 
3.1 Modelagem do mancal hidrodinâmico 
 
 
A Figura 3.1 mostra a visão esquemática de um mancal hidrodinâmico. Nesse esquema, 
𝑂𝑏 é o centro mancal e 𝑂𝑗 é o centro do eixo. Como, em geral, o eixo apresenta uma carga (que 
é pelo menos o peso do sistema eixo-rotor) esses pontos não são coincidentes, de forma que há 
uma excentricidade do eixo, 𝑒𝑗.  Um ângulo 𝜃 é definido de 0 a 𝜋 a partir do segmento de reta 
𝑂𝑏𝑂𝑗, em que 𝜃 = 0 corresponde à folga máxima (ℎ𝑚á𝑥) e 𝜃 = 𝜋 corresponde à folga mínima 
(ℎ𝑚í𝑛) , conforme esquematizado na Figura 3.1. 
 
 
Figura 3. 1 - Esquema de mancal hidrodinâmico (Adaptado de Norton, 2011) 
 
Quando o eixo está em rotação, sua distância mínima em relação ao mancal é dada por: 
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 ℎ(𝜃) =  ℎ𝑜 + 𝑒𝑗 cos(𝜃) (3.1) 
 
Em que ℎ𝑜 é a folga radial do mancal. 
A Equação de Reynolds (Equação 3.2) é válida fazendo-se as considerações abaixo 
sobre o lubrificante, o escoamento, os gradientes de velocidade, a curvatura do filme de óleo e 
a superfície do mancal. 
Lubrificante: é incompressível, de inércia desprezível, Newtoniano, adere à superfície do 
mancal, tem viscosidade constante em todo o filme de óleo e sua pressão é constante na direção 
radial. 
Escoamento: Laminar e com velocidade na direção radial desprezível 
Gradientes de Velocidade: são muito maiores na direção radial do que nas direções 
tangencial e axial. 
Filme de óleo: Tem curvatura desprezível e espessura muito pequena em comparação ao 
raio do eixo.  
Superfície do mancal: é rígida e polida. 
 
 
 1
6𝜂
[
𝜕
𝜕𝑥
(ℎ3
𝜕𝑝
𝜕𝑥
) +
𝜕
𝜕𝑧
(ℎ3
𝜕𝑝
𝜕𝑧
)] = 𝑈
𝜕ℎ
𝜕𝑥
+ 2
𝜕ℎ
𝜕𝑡
 
(3.2) 
 
Em que 𝜂 é a viscosidade do óleo, 𝑝 é a pressão no filme de óleo e 𝑈 é a velocidade 
relativa entre as superfícies do eixo e do mancal. O sistema de referências considerado nessa 
equação é indicado na Figura 3.2.  
 
Figura 3. 2 - Sistema de referência e distribuição de pressão no mancal curto (Adaptado de Norton, 2011) 
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Substituindo 𝑥 = 𝜃𝑅, ℎ da equação (3.1) e considerando que o raio do eixo é 
aproximadamente o mesmo raio do mancal, tem-se: 
 
 1
𝑅2
𝜕
𝜕𝜃
(ℎ3
𝜕𝑝
𝜕𝜃
) + ℎ3
𝜕2𝑝
𝜕𝑧2
= 6𝜂. [Ω
𝜕ℎ𝑜
𝜕𝜃
+ 𝑒𝑗(Ω − 2𝜙)𝑠𝑖𝑛(𝜃) − 2?̇?𝑗cos (𝜃)] 
(3.3) 
 
Onde Ω é a velocidade de rotação do eixo e 𝜙 é o ângulo de atitude, definido do segmento 
de reta 𝑂𝑏𝑂𝑗, a partir do ponto de folga mínima até o eixo de referência vertical, como pode ser 
verificado na Figura 3.2. 
Ocvirk (1952) propôs uma solução para essa equação, considerando o mancal curto (𝑙/𝑑 ≤
0,5). Nesse caso, o gradiente de pressão na direção circunferencial e desprezível em relação ao 
gradiente de pressão na direção axial, de forma que 𝜕𝑝/𝜕𝜃 = 0. A função da pressão é obtida 
integrando a Equação de Reynolds. 
 
Considerando 𝜕𝑝/𝜕𝑧 = 0 para 𝑧 = 0 𝑒 𝑝 = 0  para 𝑧 =  ±𝑙/2, tem-se: 
 
 
𝑝(𝜃, 𝑧, 𝑡) =  
3𝜂
ℎ3
[𝑒𝑗(Ω − 2?̇?) sin(𝜃) − 2?̇?𝑗 cos(𝜃)] (𝑧
2 −
𝑙2
4
)           (3.4) 
 
Integrando em z, obtém-se a força no filme de óleo por unidade de comprimento na 
direção circunferencial: 
 
 
𝑞(𝜃, 𝑡) =  
𝜂𝐿3Ω
2ℎ𝑜
2
𝜀 (
2?̇?
Ω − 1) sin
(𝜃) +
2𝜀̇
Ω cos
(𝜃)
[1 − 𝜀 cos(𝜃)]3
 , 
(3.5) 
 
onde  𝜀 é a razão de excentricidade dada por: 
 
 𝜀 =
𝑒𝑗
ℎ𝑜
 
(3.6) 
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Figura 3. 3 - Componentes da força do filme de óleo em mancal hidrodinâmico (Adaptado de Norton, 
2011) 
 
Os componentes da força de filme de óleo no sistema x’,y’ indicado na Figura 3.3 são 
dados por: 
 
 
 
𝐹𝑥
′ = ∫ 𝑞(𝜃, 𝑡)𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑅 𝑑𝜃 =  𝐹𝜂𝑓𝑥(𝜀, 𝜀̇, 𝜙),̇
2𝜋
𝜋
 
(3.7) 
 
 
𝐹𝑦
′ = ∫ 𝑞(𝜃, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑅 𝑑𝜃 =  𝐹𝜂𝑓𝑦(𝜀, 𝜀̇, 𝜙)̇
2𝜋
𝜋
.    
(3.8) 
 
Onde 𝐹𝜂 é a força de atrito do óleo no eixo, dada por: 
 
 
 
𝐹𝜂 = 
𝜂𝐿3Ω𝑅
2ℎ𝑜2
, 
(3.9) 
 
 
𝑓𝑥(𝜀, 𝜀,̇ ?̇?) =  (1 −
2?̇?
𝛺
)
2𝜀2
(1 − 𝜀2)2
+  𝜋
𝜀̇
𝛺
1 + 2𝜀2
(1 − 𝜀2)5/2
, 
(3.10) 
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𝑓𝑦(𝜀, 𝜀,̇ ?̇?) = −
𝜋
2
(1 −
2?̇?
𝛺
)
𝜀
(1 − 𝜀2)
3
2
−
𝜀̇
𝛺
4𝜀
(1 − 𝜀2)2
. 
(3.11) 
 
             
No sistema de referência x,y, as componentes da força são: 
 
 𝐹𝑥 = 𝐹𝑥
′𝑐𝑜𝑠𝜙 − 𝐹𝑦
′𝑠𝑖𝑛𝜙 (3.12) 
 
 𝐹𝑦 = 𝐹𝑥
′𝑠𝑖𝑛𝜙 + 𝐹𝑦
′𝑐𝑜𝑠𝜙 (3.13) 
 
Para um rotor horizontal, 𝐹𝑥 = 0 e 𝐹𝑦 = −𝐹𝑜. Essa força 𝐹𝑜 é a força estática vertical no 
mancal. É possível obter uma relação entre essa força estática e a força de atrito no eixo: 
 
 
𝐹𝑜
𝐹𝜂
=
𝜋
2
𝜀
(1 − 𝜀2)2
√1 − 𝜀2 + (
𝜋
4
𝜀)
2
 (3.14) 
 
Derivando parcialmente as forças 𝐹𝑥 e 𝐹𝑦 em relação a 𝑥 e 𝑦 e em relação a ?̇? e ?̇?, é 
possível obter os coeficientes de rigidez e amortecimento no mancal: 
 
 𝜕𝐹𝑥
𝜕𝑥
=
𝜕𝐹𝑥
𝜕𝜀
𝜕𝜀
𝜕𝑥
+
𝜕𝐹𝑥
𝜕𝜙
𝜕𝜙
𝜕𝑥
=  𝑘𝑥𝑥 = 𝛾𝑥𝑥
𝐹𝑜
ℎ𝑜
          (3.15) 
 
 𝜕𝐹𝑥
𝜕𝑦
=
𝜕𝐹𝑥
𝜕𝜀
𝜕𝜀
𝜕𝑦
+
𝜕𝐹𝑥
𝜕𝜙
𝜕𝜙
𝜕𝑦
=  𝑘𝑥𝑦 = 𝛾𝑥𝑦
𝐹𝑜
ℎ𝑜
          (3.16) 
 
 𝜕𝐹𝑦
𝜕𝑥
=
𝜕𝐹𝑦
𝜕𝜀
𝜕𝜀
𝜕𝑥
+
𝜕𝐹𝑦
𝜕𝜙
𝜕𝜙
𝜕𝑥
=  𝑘𝑦𝑥 = 𝛾𝑦𝑥
𝐹𝑜
ℎ𝑜
          (3.17) 
 
 𝜕𝐹𝑦
𝜕𝑦
=
𝜕𝐹𝑦
𝜕𝜀
𝜕𝜀
𝜕𝑦
+
𝜕𝐹𝑦
𝜕𝜙
𝜕𝜙
𝜕𝑦
=  𝑘𝑦𝑦 = 𝛾𝑦𝑦
𝐹𝑜
ℎ𝑜
          (3.18) 
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 𝜕𝐹𝑥
𝜕?̇?
=
𝜕𝐹𝑥
𝜕𝜀̇
𝜕𝜀̇
𝜕?̇?
+
𝜕𝐹𝑥
𝜕?̇?
𝜕?̇?
𝜕?̇?
=  𝑑𝑥𝑥 = 𝛽𝑥𝑥
𝐹𝑜
ℎ𝑜Ω
 (3.19) 
 
 𝜕𝐹𝑥
𝜕?̇?
=
𝜕𝐹𝑥
𝜕𝜀̇
𝜕𝜀̇
𝜕?̇?
+
𝜕𝐹𝑥
𝜕?̇?
𝜕?̇?
𝜕?̇?
=  𝑑𝑥𝑦 = 𝛽𝑥𝑦
𝐹𝑜
ℎ𝑜Ω
 (3.20) 
 
 𝜕𝐹𝑦
𝜕?̇?
=
𝜕𝐹𝑦
𝜕𝜀̇
𝜕𝜀̇
𝜕?̇?
+
𝜕𝐹𝑦
𝜕?̇?
𝜕?̇?
𝜕?̇?
=  𝑑𝑦𝑥 = 𝛽𝑦𝑥
𝐹𝑜
ℎ𝑜Ω
 (3.21) 
 
 𝜕𝐹𝑦
𝜕?̇?
=
𝜕𝐹𝑦
𝜕𝜀̇
𝜕𝜀̇
𝜕?̇?
+
𝜕𝐹𝑦
𝜕?̇?
𝜕?̇?
𝜕?̇?
=  𝑑𝑦𝑦 = 𝛽𝑦𝑦
𝐹𝑜
ℎ𝑜Ω
 
(3.22) 
 
           Os coeficientes 𝛾 e 𝛽 foram obtidos por Krämer (1993): 
 
 𝛾𝑥𝑥 = [2𝜋
2 + (16 − 𝜋2)𝜀2]𝐴(𝜀) (3.23) 
 
 
𝛾𝑥𝑦 = 
𝜋
4
𝜋2 − 2𝜋2𝜀2 − (16 − 𝜋2)𝜀4
𝜀(1 − 𝜀2)1/2
𝐴(𝜀) (3.24) 
 
 
𝛾𝑦𝑥 = −
𝜋
4
𝜋2 + (32 + 𝜋2)𝜀2 + (32 − 2𝜋2)𝜀4
𝜀(1 − 𝜀2)1/2
𝐴(𝜀) (3.25) 
 
 
𝛾𝑦𝑦 = 
𝜋2 + (32 + 𝜋2)𝜀2 + (32 − 2𝜋2)𝜀4
1 − 𝜀2
𝐴(𝜀) (3.26) 
 
 
𝛽𝑥𝑥 = 
𝜋
2
(1 − 𝜀2)1/2
𝜀
[𝜋2 + (2𝜋2 − 16)𝜀2]𝐴(𝜀) (3.27) 
 
 𝛽𝑥𝑦 = 𝛽𝑦𝑥 = −[2𝜋
2 + (4𝜋2 − 32)𝜀2]𝐴(𝜀) (3.28) 
 
 
𝛽𝑦𝑦 = 
𝜋
2
𝜋2 + (48 − 2𝜋2)𝜀2 + 𝜋2𝜀4
𝜀(1 − 𝜀2)1/2
𝐴(𝜀) (3.29) 
 
Onde 
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𝐴(𝜀) =  
4
[𝜋2 + (16 − 𝜋2)𝜀2]3/2
 (3.30) 
 
3.2 Modelagem de rotor rígido 
 
 
A Figura 3.4 mostra o esquema de um rotor rígido. Nesse caso, considera-se que a 
deflexão elástica do eixo é desprezível, de forma que qualquer rigidez e amortecimento no 
sistema são provenientes dos mancais. 
 
Figura 3. 4 - Esquema de rotor rígido (Adaptado de Krämer, 1993) 
 
As equações de movimento desse sistema, considerado que não há excitação forçada e 
que os mancais são idênticos e simétricos, são dadas pelas equações (3.31): 
 
 𝑚?̈? + 2(𝑑𝑥𝑥?̇? + 𝑑𝑥𝑦?̇? + 𝑘𝑥𝑥𝑥 + 𝑘𝑥𝑦𝑦) = 0 
𝑚?̈? + 2(𝑑𝑦𝑥?̇? + 𝑑𝑦𝑦?̇? + 𝑘𝑦𝑥𝑥 + 𝑘𝑦𝑦𝑦) = 0  , 
(3.31) 
onde os coeficientes de rigidez e amortecimento dos mancais (𝑘𝑥𝑥, 𝑘𝑥𝑦, 𝑘𝑦𝑥, 𝑘𝑦𝑦, 𝑑𝑥𝑥, 
𝑑𝑥𝑦, 𝑑𝑦𝑥, 𝑑𝑦𝑦) são dados pelas equações (3.15) a (3.22). 
As soluções para esse tipo de problema são 𝑥1 = 𝜁1exp (𝜆𝑡) e 𝑥2 = 𝜁2exp (𝜆𝑡). Assim 
como Krämer (1993), utiliza-se a frequência de referência 𝜔𝑠 para se obter parâmetros 
adimensionais: 
 
 
𝜔𝑠 = √
2𝐹𝑜
ℎ𝑜𝑚
= √
𝑔
ℎ𝑜
  (3.32) 
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A frequência 𝜔𝑠 está relacionada à rigidez associada ao mancais e à massa do rotor, de 
forma que se trata, então, da frequência de whirl do sistema rotativo. 
Substituindo as soluções nas equações diferenciais (equações 3.31) e colocando na forma 
matricial, tem-se: 
 
 
[
?̅?2 + ?̅?11?̅? + 𝛾11 ?̅?12?̅? + 𝛾12
?̅?21?̅? + 𝛾21 ?̅?
2 + ?̅?22?̅? + 𝛾22
] {
𝜃1
𝜃2
} = {
0
0
} (3.33) 
 
Onde 
 
 
?̅? =
𝜆
𝜔𝑠
 (3.34) 
 
 
?̅?𝑖𝑘 =
𝛽𝑖𝑘
Ω̅
 (3.35) 
 
 
 
Ω̅ =  
Ω
ωs
 (3.36) 
 
E 𝛽𝑖𝑘 e  𝛾𝑖𝑘 são obtidos das equações (3.23) a (3.29). 
Para que 𝜁1 e 𝜁2 sejam não-nulos (ou seja, para que a solução não seja a trivial), é 
necessário que o determinante da matriz seja nulo. Assim, chega-se à equação característica: 
 
 𝑎4?̅?
4 + 𝑎3?̅?
3 + 𝑎2?̅?
2 + 𝑎1?̅? + 𝑎0 =  0 (3.37) 
 
Onde: 
 
 𝑎4 = ?̅?
2,   𝑎3 = 𝐴3?̅?,     𝑎2 = 𝐴2 + 𝐴4?̅?
2,    𝑎1 = 𝐴1?̅?,    𝑎0 = 𝐴0?̅?
2 (3.38) 
 
 𝐴0 = 𝛾11𝛾22 − 𝛾12𝛾21 (3.39) 
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 𝐴1 = 𝛾11𝛽22 − 𝛾12𝛽21 + 𝛾22𝛽11 − 𝛾21𝛽12 (3.40) 
 
 𝐴2 = 𝛽11𝛽22 − 𝛽12𝛽21 (3.41) 
 
 𝐴3 = 𝛽11 + 𝛽22 (3.42) 
             
 𝐴4 = 𝛾11 + 𝛾22 (3.43) 
 
As raízes da equação (3.37) são os autovalores adimensionais, que geralmente são 
complexos conjugados: 
 
 ?̅?𝑟 = ?̅?𝑟 + 𝑗?̅?𝑟      e      ?̅?𝑟
∗ = ?̅?𝑟 − 𝑗?̅?𝑟                      𝑟 = 1,2    (3.44) 
 
Onde ?̅?𝑟 = 𝛼𝑟/𝜔𝑠 e ?̅?𝑟 = 𝜔𝑟/𝜔𝑠. ?̅?𝑟 está relacionado ao nível de vibração do sistema. 
?̅?𝑟, por sua vez, é a frequência natural adimensional.  
Como ?̅?𝑟 está relacionado à amplitude vibração do sistema, quando esse termo do 
autovalor é negativo, o sistema é estável pois sua amplitude de vibração tende a diminuir com 
o tempo. Caso seja positivo, o sistema é instável, pois sua amplitude vibração tende a aumentar 
com o tempo. Considerando, então, uma situação de transição de estável para instável, pode-se 
entender que ela ocorre quando ?̅?𝑟 = 0 (Lund, 1987).  
Dessa forma, substituindo ?̅? =  𝑗?̅?  na equação (3.37), tem-se: 
 
 𝑎4?̅?
4 − 𝑎3𝑗?̅?
3 + 𝑎2?̅?
2 + 𝑎1𝑗?̅? + 𝑎0 =  0 (3.45) 
 
Como tanto a parte real como a imaginária dessa equação precisam ser nulas, pode-se 
separá-las: 
 
 𝑎4?̅?
4 − 𝑎2?̅?
2 + 𝑎0 =  0 (3.46) 
 
 −𝑎3𝑗?̅?
3𝑎1𝑗?̅? =  0   (3.47) 
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A solução não-trivial equação (3.47) é ?̅?2 = 𝑎1/𝑎3. Substituindo essa solução na 
equação (3.46), tem-se: 
 
 𝑎1
2𝑎4
𝑎3
2 − 
𝑎1𝑎2
𝑎3
+ 𝑎0 = 0 (3.48) 
 
Multiplicando por 𝑎3
2 e substituindo pelas equações (3.38), pode-se obter a rotação 
adimensional de transição de estabilidade, que está relacionado aos coeficientes 𝛽 e  𝛾: 
 
 
Ω̅𝑡ℎ = 
Ω𝑡ℎ
𝜔𝑠
= √
𝐴1𝐴2𝐴3
𝐴1
2 − 𝐴1𝐴3𝐴4 + 𝐴0𝐴3
2 
(3.49) 
 
A relação entre a carga estática no mancal e a força de atrito pode caracterizar um dado 
sistema de acordo com um parâmetro característico de sistema rígido 𝐶𝑠. Esse parâmetro é 
definido conforme equação (3.50) e, se os parâmetros do mancal e do óleo são mantidos 
constantes para um certo rotor, então o parâmetro depende apenas da carga no mancal, como 
pode ser entendido pela equação (3.51). Dessa forma, a curva gerada para um certo parâmetro 
𝐶𝑠 é chamada curva de carga. 
 
 𝐹𝑜
𝐹𝜂
= 
𝐶𝑠
Ω̅
 , (3.50) 
 
 
𝐶𝑠 = √𝑔
𝑚ℎ𝑜
2,5
𝜂𝑅𝐿3
 , 
(3.51) 
 
em que 𝑔 é a aceleração da gravidade. 
A Figura 3. 5 mostra a variação da taxa de excentricidade do eixo com a sua rotação para 
diferentes valores de 𝐶𝑠, assim como a curva do limite de estabilidade (obtida pela equação 
3.49). É interessante ressaltar que a curva do limite de estabilidade depende dos parâmetros do 
mancal, de forma que a variação desses parâmetros causa variações nessa curva. Já as curvas 
de carga dependem da carga no mancal: se o parâmetro 𝐶𝑠 é alto, então a carga no mancal é alta 
e o centro do eixo não coincide com o centro do mancal, mesmo em altas rotações. Para cargas 
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menores, o centro do eixo tende ao centro do mancal conforme a rotação aumenta. É possível 
observar também pela Figura 3.5 que quanto maior a carga, maior tende a ser a rotação em que 
ocorre a instabilidade fluido-induzida.  
 
 
Figura 3. 5 - Razão de excentricidade do eixo no mancal em função de sua rotação e limite de 
estabilidade para diferentes sistemas de rotor rígido 
 
3.3 Modelagem de rotor Laval 
 
 
Um modelo simples, porém, importante para o estudo fenomenológico em máquinas 
rotativas é o modelo de rotor Laval. Esse modelo considera que o eixo é elástico e tem massa 
desprezível e no seu centro está fixado um disco. O eixo tem seção circular constante e o disco 
está montado perpendicularmente ao seu eixo longitudinal. O centro de massa 𝑆 pode ser 
coincidente ou não com o centro geométrico 𝑊. A Figura 3.6 mostra o modelo de um rotor 
Laval com mancais hidrodinâmicos. 
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Figura 3. 6 – Modelo de rotor Laval com mancais hidrodinâmicos (adaptado de Krämer, 1993) 
 
A Figura 3.7 mostra o sistema de coordenadas para esse rotor. É importante notar que há 
dois sistemas de coordenadas, um para o disco (𝑥𝑑 , 𝑦𝑑) e outro para o centro do eixo no mancal 
(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗), e eles tem suas origens separadas pela distância 𝑦𝑠 que é a deflexão do eixo devida à 
carga estática do disco. As equações de movimento desse sistema, considerando que o eixo gira 
a uma velocidade Ω e que não há forças externas ou de desbalanceamento atuando no sistema, 
são: 
 
 𝑚?̈?1 + 𝑑?̇?1 + 𝑘(𝑦1 − 𝑥1) = 0 
𝑚?̈?2 + 𝑑?̇?2 + 𝑘(𝑦2 − 𝑥2) = 0 
(3.52) 
 
Considerando que a força do filme de óleo no eixo é linear: 
 
 𝑘(𝑥1 − 𝑦1) + 2(𝑘11𝑥1 + 𝑘12𝑥2) + 2(𝑑11?̇?1 + 𝑑12?̇?2) = 0 
𝑘(𝑥2 − 𝑦2) + 2(𝑘21𝑥1 + 𝑘22𝑥2) + 2(𝑑21?̇?1 + 𝑑22?̇?2) = 0 
(3.53) 
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Figura 3. 7 – Sistema de coordenadas do mancal e do disco para o rotor Laval (adaptado de Krämer, 
1993) 
 
Assumindo, por simplicidade, que não há excentricidade no disco (𝑒 = 0) e que o 
amortecimento é desprezível, as equações de movimento são reduzidas a 
 
 𝑚?̈?1 + 𝑘(𝑦1 − 𝑥1) = 0 
𝑚?̈?2 + 𝑘(𝑦2 − 𝑥2) = 0 
(3.54) 
 
 Essas equações, em conjunto com as equações (3.53), determinam os deslocamentos 𝑥1e 
𝑥2 do centro do eixo (𝑂𝑗) e os deslocamentos a partir da posição de equilíbrio 𝑦1 e 𝑦2 do centro 
do disco (𝑊).  
As soluções são do tipo 𝑥1 = 𝜁1exp (𝜆𝑡), 𝑥2 = 𝜁2exp (𝜆𝑡), 𝑦1 = 𝜁3exp (𝜆𝑡)e 𝑦2 =
 𝜁4exp (𝜆𝑡). Substituindo essas soluções nas equações de movimento obtém-se a equação 
característica para os autovalores. Para obter parâmetros adimensionais, utiliza-se a frequência 
natural 𝜔𝑛 = √𝑘/𝑚. Os outros parâmetros adimensionais são: 
 
 ?̿? =
𝜆
𝜔𝑛
, Ω̿ =
Ω
𝜔𝑛
, 𝑎 =  
ℎ0
𝑦𝑠
, 𝑦𝑠 = 
2𝐹0
𝑘
    (3.55) 
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Pode-se, então, obter a equação característica: 
 𝑏6?̿?
6 + 𝑏5?̿?
5 + 𝑏4?̿?
4 + 𝑏3?̿?
3 + 𝑏2?̿?
2 + 𝑏1?̿? + 𝑏0 = 0 (3.56) 
 
Em que 
 
 𝑏6 = 𝐴2 (3.57) 
 
 𝑏5 = (𝐴1 + 𝑎𝐴3)Ω̿ (3.58) 
 
 𝑏4 = 2𝐴2 + (𝑎
2 + 𝐴0 + 𝑎𝐴4)Ω̿
2 (3.59) 
 
 𝑏3 = (2𝐴1 + 𝑎𝐴3)Ω̿ (3.60) 
 
 𝑏2 = 𝐴2 + (2𝐴0 + 𝑎𝐴4)Ω̿
2 (3.61) 
 
 𝑏1 = 𝐴1Ω̿ (3.62) 
 
 𝑏0 = 𝐴0Ω̿
2 (3.63) 
 
E 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 e 𝐴4 são dados pelas equações (3.39) a (3.43). De forma análoga à 
realizada para o rotor rígido, pode-se obter o limite de estabilidade do rotor Laval considerando 
que nesse limite a parte real do autovalor é nula. Fazendo então ?̿? = 𝑗?̿? na equação (3.56) e 
separando os termos reais dos imaginários, tem-se: 
 
 −𝑏6?̿?
6 + 𝑏4?̿?
4 − 𝑏2?̿?
2 + 𝑏0 = 0 (3.64) 
 
 (𝑏5?̿?
4 − 𝑏3?̿?
2 + 𝑏1)?̿? = 0 (3.65) 
 
Da equação (3.65) tem-se as soluções ?̿? = 0 e ?̿?2 = 
1
2𝑏5
(𝑏3 ±√𝑏3
2 − 4𝑏1𝑏5) e essa 
segunda solução combinada às equações (3.58), (3.60) e (3.62) geram os seguintes resultados: 
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?̿?2 = 1 e ?̿?2 = 
𝐴1
𝐴1+𝑎𝐴3
 . As soluções ?̿? = 0 e ?̿?2 = 1 ocorrem quando Ω̿ = 0, de forma 
que não são interessantes para o problema em questão. Dessa forma, o limite de estabilidade é 
dado por: 
 
 
?̿?𝑡ℎ = 
𝛺𝑡ℎ
𝜔𝑛
= √
𝐴1𝐴2𝐴3
𝐴1
2 − 𝐴1𝐴3𝐴4 + 𝐴0𝐴3
2√
𝐴3
𝐴1 + 𝑎𝐴3
 
(3.66) 
 
De forma análoga ao parâmetro 𝐶𝑠 definido na equação (3.50) para o rotor rígido, pode-
se definir o parâmetro 𝐶𝑛 para o rotor flexível: 
 
 𝐹𝑜
𝐹𝜂
= 
2𝐹𝑜𝛿
2
𝜂𝐿3Ω𝑅
=
𝐶𝑛
Ω̿
 (3.67) 
 
 
𝐶𝑛 = 
2𝐹𝑜𝛿
2
𝜂𝐿3𝜔𝑛𝑅
 (3.68) 
 
Para uma dada frequência natural (𝜔𝑛), a curva de transição de estabilidade é função da 
razão entre o deslocamento estático do disco (𝑦𝑠) e da folga radial do mancal (ℎ𝑜). Dessa forma, 
a Figura 3.8 mostra a variação da curva de transição de estabilidade (azul) em função desses 
parâmetros e a variação da curva de carga (vermelho) em função do parâmetro 𝐶𝑛. 
No caso do rotor flexível, então, considerando um mesmo deslocamento estático, o limite 
de estabilidade diminui com o aumento da folga, de maneira semelhante ao que acontece com 
o limite de estabilidade do rotor rígido. Entretanto, no caso do rotor rígido, a variação na massa 
não tem influência no limite de estabilidade. Já no rotor flexível, um aumento na massa 
corresponde a um aumento na deflexão estática do eixo e uma diminuição na frequência natural 
do sistema. Assim, a mudança da massa do rotor flexível tem influência no limite de 
estabilidade. 
As curvas de carga, assim como no caso do rotor rígido, são influenciadas pela carga do 
rotor. Já as curvas de limite de estabilidade sofrem influência da flexibilidade do eixo, conforme 
pode ser observado na Figura 3.8. 
47 
 
 
Figura 3. 8 - Razão de excentricidade do eixo no mancal em função da sua rotação (vermelho) e limite de 
estabilidade (azul) para diferentes sistemas de rotor flexível, com mesma frequência natural. 
 
3.4 Modelagem de rotor por elementos finitos 
 
 
Modelar um sistema mecânico, qualquer que seja, exige que se conheça o sistema real e 
quais simplificações podem ser feitas a fim de se criar o modelo matemático. Esse modelo deve 
caracterizar detalhes que sejam importantes no modelo físico, mas é preciso ter discernimento 
para que o modelo não fique excessivamente complexo, dificultando assim a obtenção das 
respostas do sistema dinâmico ou aumentando de maneira desnecessária o custo computacional 
da solução. 
O método dos elementos finitos (MEF) é muito utilizado na modelagem de sistemas 
mecânicos, de modo que também é aplicado na modelagem de sistemas rotativos. Esse método 
consiste em subdividir o sistema em elementos menores, individualmente contínuos, 
conectados entre si por nós. Através de funções de interpolação, obedecendo a certas condições 
de contorno, obtém-se numericamente a solução das equações de movimento do sistema 
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mecânico. O método considera que a energia total do sistema é dada pela soma da energia de 
cada elemento. 
Através da equação de Lagrange (equação 3.69) é possível obter a equação de movimento 
de um sistema mecânico (equação 3.70). 
 
 d
dt
( 
∂T
∂q̇
i
 ) −
∂T
∂q
i
+
∂V
∂q
i
= 𝐹𝑔qi , para  i=1,2,…, n (3.69) 
 
onde T é a energia cinética, V é a energia potencial, q
𝑖
 é a i-ésima coordenada generalizada 
(coordenada independente) do sistema e 𝐹𝑔𝑞i é a força generalizada que atua na direção da i-
ésima coordenada generalizada. 
 
 [M]{q̈(t)} + ([𝐶] + 𝛺[𝐺]){q̇(t)} + [K]{q(t)} = {F(t)} (3.70) 
 
onde [M] é a matriz de massa, [C] é a matriz de amortecimento, [𝐺] é a matriz giroscópica, 
[K] é a matriz de rigidez, {q(t)} é o vetor de deslocamento em relação às coordenadas inerciais 
e {F(t)} é o vetor de excitações. 
A Figura 3.9 apresenta o modelo de um sistema rotativo e seu sistema de referências.  
 
Figura 3. 9 - Esquema de sistema rotativo e sistema de referência (Castro, 2007) 
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3.4.1 Elemento de eixo 
 
 
O eixo do rotor pode ser modelado por elementos de viga. Nesse trabalho, foi considerado 
o modelo de seção circular uniforme (Figura 3 .10), baseado nos modelos de Nelson e McVaugh 
(1976) e Nelson (1980).  
 
Figura 3. 10 – Elemento de viga com coordenadas de referência (Tapia, 2003) 
 
A translação desse elemento é representada por vu,  nas direções X e Z, respectivamente, 
associados aos nós i e j entre os quais está o elemento. A rotação do elemento causada por  
flexão e cisalhamento é representada pelos ângulos  , . Sejam i  (i = 1,2,3,4) as funções de 
forma que atendem às condições de contorno e }{ iq  e }{ jq  as coordenadas generalizadas dos 
nós do elemento, pode-se representar as coordenadas vu, da seguinte forma: 
 
 
{
𝑢(𝑦, 𝑡)
𝑣(𝑦, 𝑦)
} = [
𝜑1 0 0 𝜑2 𝜑3 0 0 𝜑4
0 𝜑1 −𝜑2 0 0 𝜑3 −𝜑4 0
] {
{𝑞𝑖}
{𝑞𝑗}
} (3.71) 
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Sejam  𝜑𝑖
′ (i = 1,2,3,4) as derivadas direcionais das respectivas funções de forma, pode-
se escrever as rotações  , : 
 
 
{
𝛼(𝑦, 𝑡)
𝛽(𝑦, 𝑦)
} = [
0 −𝜑1
′ 𝜑1
2 0 0 −𝜑3
′ −𝜑4
′ 0
𝜑1
′ 0 0 𝜑2
′ 𝜑3
′ 0 0 𝜑4
′ ] {
{𝑞𝑖}
{𝑞𝑗}
} (3.72) 
 
A equação de movimento do elemento de comprimento 𝐿𝑒 é obtida através da equação 
de Lagrange e é apresentada a seguir: 
 
 
[𝑀𝐸] {
?̈?𝑖
?̈?𝑗
} +  Ω[𝐺𝐸] {
?̇?𝑖
?̇?𝑗
} + [𝐾𝐸] {
𝑞𝑖
𝑞𝑗
} =  {𝐹𝑒𝑥} + {𝐹𝑐𝑜𝑛} (3.73) 
 
[𝑀𝐸] é a matriz de massa do elemento e é dada pela soma da matriz clássica de massa do 
elemento de viga [𝑀𝑇𝐸] com a matriz de massa de um elemento de viga com influência do 
efeito inercial rotacional [𝑀𝑅𝐸], detalhadas nas equações (3.74) e (3.75), respectivamente. 
   
 [𝑀𝑇𝐸]
=  
𝜌𝐴𝑠𝐿𝑒
420
[
 
 
 
 
 
 
 
 
156 0 0 −22𝐿𝑒 54 0 0 13𝐿𝑒
0 156 22𝐿𝑒 0 0 54 −13𝐿𝑒 0
0 22𝐿𝑒 4𝐿𝑒
2 0 0 13𝐿𝑒 −3𝐿𝑒
2 0
−22𝐿𝑒 0 0 4𝐿𝑒
2 −13𝐿𝑒 0 0 −3𝐿𝑒
2
54 0 0 −13𝐿𝑒 156 0 0 22𝐿𝑒
0 54 13𝐿𝑒 0 0 156 −22𝐿𝑒 0
0 −13𝐿𝑒 −3𝐿𝑒
2 0 0 −22𝐿𝑒 4𝐿𝑒
2 0
13𝐿𝑒 0 0 −3𝐿𝑒
2 22𝐿𝑒 0 0 4𝐿𝑒
2 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(3.74) 
 
 
[𝑀𝑇𝐸] =  
𝜌𝐽𝑥
30𝐿𝑒
[
 
 
 
 
 
 
 
 
36 0 0 −3𝐿𝑒 −36 0 0 −3𝐿𝑒
0 36 3𝐿𝑒 0 0 −36 3𝐿𝑒 0
0 3𝐿𝑒 4𝐿𝑒
2 0 0 −3𝐿𝑒 −𝐿𝑒
2 0
−3𝐿𝑒 0 0 4𝐿𝑒
2 3𝐿𝑒 0 0 −𝐿𝑒
2
−36 0 0 −3𝐿𝑒 36 0 0 3𝐿𝑒
0 −36 −3𝐿𝑒 0 0 36 −3𝐿𝑒 0
0 3𝐿𝑒 −𝐿𝑒
2 0 0 −3𝐿𝑒 4𝐿𝑒
2 0
−3𝐿𝑒 0 0 −𝐿𝑒
2 3𝐿𝑒 0 0 4𝐿𝑒
2 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 (3.75) 
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Em que 𝜌 é a densidade do material, 𝐴𝑠 é a área da seção do eixo, 𝐿𝑒 é o comprimento do 
elemento de viga e 𝐽𝑥 é a inércia de massa da seção transversal do eixo. 
[𝐺𝐸] é a matriz giroscópica, apresentada pela equação (3.76), onde 𝐽?̅? é a inércia polar de 
massa da seção transversal do eixo: 
 
 
[𝐺𝐸] =  
𝜌𝐽?̅?
30𝐿𝑒
[
 
 
 
 
 
 
 
 
0 −36 −3𝐿𝑒 0 0 36 −3𝐿𝑒 0
36 0 0 −3𝐿𝑒 −36 0 0 −3𝐿𝑒
3𝐿𝑒 0 0 −4𝐿𝑒
2 −3𝐿𝑒 0 0 𝐿𝑒
2
0 3𝐿𝑒 4𝐿𝑒
2 0 0 −3𝐿𝑒 −𝐿𝑒
2 0
0 36 3𝐿𝑒 0 0 −36 3𝐿𝑒 0
−36 0 0 3𝐿𝑒 36 0 0 3𝐿𝑒
3𝐿𝑒 0 0 𝐿𝑒
2 −3𝐿𝑒 0 0 −4𝐿𝑒
2
0 3𝐿𝑒 −𝐿𝑒
2 0 0 −3𝐿𝑒 4𝐿𝑒
2 0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 (3.76) 
 
[𝐾𝐸] é a matriz de rigidez, dada por: 
 
 
 
[𝐾𝐸] =  
𝐸𝐼𝑥
𝐿𝑒
3(1 + 12𝜀𝐾)
 . 
 
[
 
 
 
 
 
 
 
 
12 0 0 −6𝐿𝑒 −12 0 0 −6𝐿𝑒
0 12 6𝐿𝑒 0 0 −12 6𝐿𝑒 0
0 6𝐿𝑒 4𝐿𝑒
2(1 + 3𝜀𝐾) 0 0 −6𝐿𝑒 2𝐿𝑒
2(1 + 6𝜀𝐾) 0
−6𝐿𝑒 0 0 4𝐿𝑒
2(1 + 3𝜀𝐾) −6𝐿𝑒 0 0 2𝐿𝑒
2(1 + 6𝜀𝐾)
−12 0 0 6𝐿𝑒 12 0 0 6𝐿𝑒
0 −12 −6𝐿𝑒 0 0 12 −6𝐿𝑒 0
0 6𝐿𝑒 2𝐿𝑒
2(1 + 6𝜀𝐾) 0 0 −6𝐿𝑒 4𝐿𝑒
2(1 + 3𝜀𝐾) 0
−6𝐿𝑒 0 0 2𝐿𝑒
2(1 + 6𝜀𝐾) 6𝐿𝑒 0 0 4𝐿𝑒
2(1 + 3𝜀𝐾)]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(3.77) 
 
Em que: 
𝜀𝐾 = 
𝐸𝐼𝑥
𝜅𝐴𝑠𝐺𝐿𝑒
2 ,    𝐺 =  
𝐸
2(1+𝜐)
 
 
E  é o modulo de Young, xI  é o momento de inércia de área, k  é o fator de cisalhamento, 
G é o módulo de elasticidade transversal e 𝜐 é o coeficiente de Poisson. 
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Finalizando a equação de movimento, {𝐹𝑒𝑥} corresponde a forças externas e {𝐹𝑐𝑜𝑛} 
corresponde a forças de conexão. 
 
3.4.2 Elemento de disco 
 
 
Na modelagem do rotor, consideramos um disco conectado ao eixo. O elemento de disco, 
com suas coordenadas de referência, é apresentado na Figura 3.11. A equação de movimento 
desse elemento é dada por: 
 
 [𝑀𝐷]{?̈?𝑖} +  Ω[𝐺𝐷]{?̇?𝑖} =  {𝐹𝑒𝑥} + {𝐹𝑐𝑜𝑛} (3.78) 
 
 
Figura 3. 11  – Elemento de disco com coordenadas de referência (Tapia, 2003) 
 
A matriz de massa, considerando que 𝑚𝐷 é a massa do disco e 𝐼𝐷𝑥 é a sua inércia em 
torno do eixo x, é dada por: 
 
 
[𝑀𝐷] =  [
𝑚𝐷 0 0 0
0 𝑚𝐷 0 0
0 0 𝐼𝐷𝑥 0
0 0 0 𝐼𝐷𝑥
] (3.79) 
 
53 
 
E a matriz giroscópica, considerando que 𝐼𝐷𝑦 é a inércia do disco em torno do eixo y, é: 
 
 
[𝐺𝐷] =  
[
 
 
 
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −𝐼𝐷𝑦
0 0 𝐼𝐷𝑦 0 ]
 
 
 
 (3.80) 
 
3.4.3 Modelagem do sistema global 
  
A equação de movimento do sistema completo é dada por: 
 
 [𝑀𝑔]{?̈?} + ([𝐶𝑔] +Ω[𝐺𝑔]){?̇?} + [𝐾𝑔]{𝑞} =  {𝐹𝑒𝑥𝑡} + {𝐹𝑐} (3.81) 
 
Onde [𝑀𝑔] é a matriz de massa global, [𝐶𝑔] é a matriz global de amortecimento, [𝐺𝑔] a 
matriz giroscópica global, [𝐾𝑔] é a matriz global de rigidez, {𝐹𝑒𝑥𝑡} é o vetor de forças externas, 
que em geral correspondem ao desbalanceamento e {𝐹𝑐} é o vetor de força de corpo, contendo 
a força peso do sistema.  
O agrupamento das matrizes de cada elemento é feito na matriz global, conforme Figura 
3 -  12. Essa matriz contém todos os graus de liberdade do modelo. Como cada nó tem quatro 
graus de liberdade, a matriz tem, em linhas e colunas, quatro vezes o número de nós do modelo. 
Na montagem da matriz global, os termos de mesmo grau de liberdade são somados, de forma 
que as matrizes dos elementos vão se sobrepondo.  
A influência dos mancais é adicionada ao modelo incluindo nas matrizes de rigidez e 
amortecimento os coeficientes equivalentes calculados de acordo com a seção 3.1. Cada 
coeficiente é adicionado em seu devido nó e grau de liberdade, conforme Figura 3.12. 
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Figura 3. 12 – Esquema de montagem da matriz global a partir das matrizes dos elementos (adaptado de 
CASTRO, 2007) 
 
 
3.5 Espaço de Estados 
 
 
Escrevendo a equação (3.81) na forma de espaço de estados, sendo {?̇?} o vetor de estados,  
{𝑦} o de saídas e {𝑢} o vetor de entradas, considerando o sistema linear, tem-se: 
 
 
{
{?̇?} =  [𝐴]{𝑞} + [𝐵]{𝑢}
{𝑦} =  [𝑊]{𝑞} + [𝑍]{𝑢}
 
(3.82) 
 
De forma que: 
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{
?̇?
?̈?
} =  [
[0] [𝐼]
−[𝑀𝑔]
−1
[𝐾𝑔] −[𝑀𝑔]
−1
([𝐶𝑔] + Ω[𝐺𝑔])
] {
𝑞
?̇?}
+ [
[0] [0]
[0] [𝑀𝑔]
−1] {
{0}
{{𝐹𝑒𝑥𝑡} + {𝐹𝑐}}
} 
(3.83) 
 
Os autovalores 𝜆 da matriz [𝐴] fornecem informações sobre as frequências naturais 𝜔𝑛 e 
os fatores de amortecimento 𝜉𝑖 do sistema. Já os autovetores da matriz [𝐴] indicam os modos 
de vibrar do sistema. 
 
 
𝜆𝑖 = − 𝜉𝑖𝜔𝑛𝑖   ±  j 𝜔𝑛𝑖√1 − 𝜉𝑖
2
 
(3.84) 
 
Através, então, dos autovalores da matriz, pode-se obter o diagrama de Campbell. Esse 
diagrama relaciona as frequências naturais do sistema com a velocidade de rotação do eixo. 
Quando eles são coincidentes, ocorre a ressonância.  
A mostra um exemplo de Diagrama de Campbell. É possível identificar nesse diagrama, 
o cruzamento do modo rígido com o Figura 3.13 flexível, em torno de 40Hz, indicando 
ocorrência da instabilidade fluido-induzida. Na mesma figura, há a relação do fator de 
amortecimento com a rotação. É possível notar que nessa rotação de transição de estabilidade, 
o fator de amortecimento correspondente torna-se negativo na mesma rotação identificada 
como de transição de estabilidade. A Figura 3.14 mostra em detalhe a curva que indica o início 
da instabilidade fluido-induzida através da mudança de sinal do fator de amortecimento. 
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Figura 3. 13 - Exemplo de Diagrama de Campbell e variação do fator de amortecimento em função da 
rotação. 
 
 
Figura 3. 14 - Detalhe da transição de estabilidade, em que o fator de amortecimento se torna negativo 
 
 
3.6 Quantificação de Incertezas 
 
 
A modelagem estocástica foi essencial para o controle de qualidade nas indústrias e surgiu 
então uma nova modalidade de projeto que leva em conta incertezas. Ao considerar os 
parâmetros de um sistema como aleatórios, sua resposta passa a ser também aleatória, 
dependente do modelo estocástico utilizado para modelar os parâmetros. O Método de Monte 
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Carlo é de fácil implementação, por isso é geralmente para resolver problemas estocásticos 
(Cunha Jr. et al., 2014). 
De acordo com Soize (2008), o Método de Monte Carlo consiste em: 
1. Gerar amostras aleatórias para as variáveis conhecidas (de entrada) do problema 
2. Calcular a resposta do sistema para cada conjunto de variáveis de entrada 
3. Analisar a convergência da resposta 
4. Obter informações estatísticas (distribuição, média, variância, simetria, curtose) da 
variável de resposta. 
Para determinar as funções densidade de probabilidade das variáveis de entrada, pode-
se utilizar histogramas resultantes de experimentos ou pode-se utilizar o Princípio da Máxima 
Entropia de Informação (Sampaio, 2012). Nesse trabalho, o segundo método foi utilizado. 
Proposto por Shannon (1948), o Princípio da Máxima Entropia consiste em encontrar a 
função densidade de probabilidade (pdf) que maximiza a entropia de Shannon, dada por:  
 
 
𝑆ℎ(𝑓(𝑥)) =  ∫ 𝑓𝑥(𝑥) ln(𝑓𝑥(𝑥)) 𝑑𝑥
𝐶
 (3.85) 
 
Em que 𝐶 é o suporte em que a função densidade de probabilidade está definida. Para 
variáveis aleatórias com suporte real positivo, a função densidade de probabilidade que 
maximiza essa entropia é a distribuição gama. 
A função densidade de probabilidade da chamada distribuição gama, com parâmetros 𝜚 e 𝜍  
é dada pela equação (3.86) (Rohatgi e Saleh, 2001). 
 
 
𝐺𝑚(𝜚, 𝜍) = 𝑓(𝑦) = {
1
Γ(𝜚)𝛽𝜚
𝑦𝜚−1𝑒−𝑦/𝜍, 0 < 𝑦 < ∞
0,                                                   𝑦 ≤ 0 
 
(3.86) 
 
A função gama é dada pela integral representada na equação (3.87) para 𝛼 > 0 (Rohatgi 
e Saleh, 2001). 
 
 
Γ(𝜚) =  ∫ 𝑥𝜚−1𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞
0+
 (3.87) 
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O parâmetro 𝜚 é o chamado parâmetro de forma e o parâmetro 𝜍 é o parâmetro de escala. 
A esperança, também chamada de média da distribuição (𝜇), é dada pela equação 3.88. A 
variância (𝜎2) é dada pela equação 3.89 (Montgomery, 2014). 
 
 𝜇 =  𝜚. 𝜍 (3.88) 
 
 𝜎2 =  𝜚. 𝜍2 (3.89) 
 
   Utilizou-se, então, um gerador de números aleatórios (RND – Randon Number 
Generator)  de uma distribuição estatística específica (gama) para representar as incertezas nas 
variáveis de entrada do problema.  
O gerador de números aleatórios utilizado nesse trabalho utiliza o método da inversão ou 
da rejeição, dependendo do parâmetro de forma da distribuição gama, com base em algoritmos 
desenvolvidos por Devroye (1986).  Se o parâmetro de forma é menor que 1, o método de 
rejeição é o utilizado.  
O método da inversão tem como base a propriedade de que 𝐹 é uma função de distribuição 
contínua em ℝ com inversa 𝐹−1 definida pela equação (3.90). Essa equação define que se 𝑢 é 
uma variável aleatória uniforme [0,1], então 𝐹−1(𝑢) tem função distribuição 𝐹. Além disso, se 
𝑋 tem função de distribuição 𝐹, então 𝐹(𝑋) é uniformemente distribuída em [0,1].  
 
 𝐹−1(𝑢) = 𝐼𝑛𝑓{𝑥: 𝐹(𝑥) = 𝑢, 0 < 𝑢 < 1} (3.90) 
 
Uma amostra 𝑥(𝑖) de uma variável aleatória 𝑋 pode ser gerada a partir da função inversa 
𝐹−1(𝑢(𝑖)) onde 𝑢(𝑖) é uma amostra de uma variável aleatória 𝑈 com densidade de probabilidade 
uniforme em intervalo unitário (Devroye, 1986). 
O método da rejeição tem como base a propriedade fundamental das densidades. Essa 
propriedade define que se 𝑋 é um vetor com densidade 𝑓 no ℝ𝑑 e que se 𝑈 é uma variável 
aleatória uniforme [0,1], então (𝑋, 𝑐𝑈𝑓(𝑋)) é uniformemente distribuído em 𝐴 = {(𝑥, 𝑢): 𝑥 ∈
ℝ𝑑 , 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑐𝑓(𝑥)}, onde 𝑐 > 0 é uma constante arbitrária. Para gerar uma amostra 𝑥(𝑖) de 
uma variável aleatória 𝑋 com densidade de probabilidade 𝑝 pelo método da rejeição é 
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necessário gerar uma amostra 𝑦(𝑗) de uma variável aleatória 𝑌 com densidade de probabilidade 
ℎ e também uma amostra 𝑢(𝑗) de uma variável aleatória 𝑈 com densidade de probabilidade 
uniforme em intervalo unitário. Se  𝑢(𝑗) ≤
𝑝(𝑦(𝑗))
𝑐ℎ(𝑦(𝑗))
 onde 𝑐 é tal que a condição 
𝑝(𝑥)
𝑐ℎ(𝑥)
≤ 1 seja 
respeitada, então 𝑥(𝑖) = 𝑦(𝑗) (Devroye, 1986).  
A resposta obtida das simulações é também uma função distribuição de probabilidade. 
No caso do problema aqui estudado, é a pdf do limite de estabilidade para o dado sistema 
rotativo. Essa resposta é analisada, então, pelos momentos estatísticos da pdf, uma vez que eles 
caracterizam a distribuição. 
O r-ésimo momento central de uma variável aleatória 𝑋 é dado por (Montgomery, 2014): 
 
 
𝐸(𝑋𝑟) =
{
 
 
 
 
∑𝑥𝑟𝑓(𝑥),           𝑠𝑒 𝑋 é 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑟𝑒𝑡𝑎
𝑥
∫ 𝑥𝑟𝑓(𝑥)𝑑𝑥,
∞
−∞
    𝑠𝑒 𝑋 é 𝑐𝑜𝑛𝑡í𝑛𝑢𝑎
 (3.91) 
 
O primeiro momento é a média 𝜇, que é o valor esperado de uma amostra daquela 
distribuição. Em muitas situações, o momento em torno da média é utilizado. O r-ésimo 
momento em torno da média é definido por (Ramakumar, 1993): 
 
 ?̃?𝑟 = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)
𝑟] (3.92) 
 
O segundo momento em torno da média é a variância 𝜎2, que descreve a dispersão da 
variável aleatória (Ramakumar, 1993): 
 
 𝜎2 = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]² (3.93) 
 
O terceiro momento em torno da média é a simetria (skewness), que descreve se a 
distribuição é simétrica ou não. A curtose, por sua vez, indica se a distribuição é achatada ou 
alongada em relação à distribuição normal padrão e é o quarto momento em torno da média 
(Ramakumar, 1993).  
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Assim, esses quatro parâmetros (média, variância, simetria e curtose) foram utilizados 
para analisar a resposta do problema estocástico. Esses parâmetros também foram utilizados 
para avaliar a convergência do Método de Monte Carlo (a convergência define o número 
necessário de objetos na amostra, de forma que define o número de realizações do modelo).  
Em uma máquina rotativa com mancais hidrodinâmicos, os parâmetros que mais estão 
sujeitos a apresentar variabilidade são a folga radial do mancal (devido a desgaste) e a 
viscosidade do óleo (devido a variações de temperatura). Dessa forma, faz-se necessário utilizar 
um planejamento experimental para avaliar a influência desses parâmetros no limite de 
estabilidade do rotor.  
Como são apenas dois parâmetros (A e B), escolheu-se um planejamento fatorial 
completo com dois níveis (a e b). O efeito principal de um fator é definido com a mudança na 
resposta produzida pela mudança de nível desse fator. Esse efeito para um dado parâmetro A, 
para um planejamento com dois fatores e dois níveis, é calculado pela diferença entre a resposta 
média para os experimentos em que o nível de A é alto e os experimentos em que o nível de A 
é baixo (Montgomery, 2014). 
Em algumas situações, ocorre a interação entre fatores, de forma que a diferença na 
resposta quando um fator muda de nível muda de acordo com o nível dos outros fatores. Para o 
planejamento com dois fatores e dois níveis, a interação é identificada pela diferença entre a 
resposta para o nível alto de A e o nível alto de A, para um mesmo nível de B. Se essa diferença 
não for a mesma para os dois níveis de B, então há interação entre os fatores (Montgomery, 
2014). A Figura 3.15 mostra a situação em que não há interação entre os fatores, enquanto 
Figura 3.16 a mostra um experimento que apresenta interação entre os fatores. É importante 
ressaltar que quando as retas não se cruzam (como na Figura 3.16) mas não são paralelas (como 
na Figura 3.15) não há interação entre os fatores no intervalo considerado, mas há um indicativo 
de que pode haver interação em outros intervalos de variação dos níveis. 
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Figura 3. 15 - Experimento fatorial sem interação entre os fatores (Adaptado de Montgomery, 2011) 
 
Figura 3. 16 - Experimento fatorial com interação entre os fatores (Adaptado de Montgomery, 2011) 
 
 
Há também a necessidade de verificar se o efeito de um parâmetro é significativo ou não. 
Para isso, é necessário fazer um teste de hipóteses. O modelo estatístico de um planejamento 
fatorial é dado por (Button, 2016): 
 
 𝑦𝑖𝑗𝑘 =  𝜇 + 𝜏𝑖 + 𝛽𝑗 + (𝜏𝛽)𝑖𝑗 + 𝜀𝑖𝑗𝑘 (3.94) 
 
Em que 
 
𝑖 = 1, . . , 𝑎 representa os níveis de A 
𝑗 = 1,… , 𝑏 representa os níveis de B 
𝑘 = 1,… , 𝑛 representa as réplicas  
𝑦 é a observação experimental 
𝜇 é a média de observações 
𝜏𝑖 é o efeito do fator A 
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𝛽𝑗 é o efeito do fator B 
(𝜏𝛽)𝑖𝑗 é o efeito da interação de A e B e, 
𝜀𝑖𝑗é o erro experimental. 
 
O teste de hipóteses tem como hipóteses nulas que os parâmetros A e B e sua interação 
não têm influência para pelo menos um dos níveis, ou seja: 
 
𝐻0: 𝜏𝑖 = 0 (para pelo menos um 𝑖) 
𝐻0: 𝛽𝑗 = 0 (para pelo menos um 𝑗) 
𝐻0: (𝜏𝛽)𝑖𝑗 = 0 (para pelo menos um par 𝑖, 𝑗). 
 
A somatória dos quadrados das diferenças é dada por: 
 
 𝑆𝑆𝑇 = 𝑆𝑆𝐴 + 𝑆𝑆𝐵 + 𝑆𝑆𝐴𝐵 + 𝑆𝑆𝐸 (3.95) 
 
Em que:  
 
𝑆𝑆𝑇 = ∑∑∑𝑦𝑖𝑗𝑘
2 −
𝑦…
2
𝑎𝑏𝑛
𝑛
𝑘=1
𝑏
𝑗=1
𝑎
𝑖=1
 
(3.96) 
 
𝑆𝑆𝐴 =∑
𝑦𝑖..
2
𝑏𝑛
𝑎
𝑖=1
−
𝑦…
2
𝑎𝑏𝑛
 
(3.97) 
 
𝑆𝑆𝐵 =∑
𝑦.𝑗.
2
𝑎𝑛
𝑏
𝑖=1
−
𝑦…
2
𝑎𝑏𝑛
 
(3.98) 
 
𝑆𝑆𝐴𝐵 =∑∑
𝑦𝑖𝑗.
2
𝑎𝑏𝑛
𝑏
𝑗=1
−
𝑦…
2
𝑎𝑏𝑛
− 𝑆𝑆𝐴 − 𝑆𝑆𝐵
𝑎
𝑖=1
 
(3.99) 
 𝑆𝑆𝐸 = 𝑆𝑆𝑇 − 𝑆𝑆𝐴 − 𝑆𝑆𝐵 − 𝑆𝑆𝐴𝐵 (3.100) 
 
Em que 𝑦… representa a média geral das observações, 𝑦𝑖.. representa a média das 
observações para o dado nível de A, 𝑦.𝑗. representa a média das observações para o dado nível 
de B e 𝑦𝑖𝑗. representa a média das observações para o dado par de níveis de A e B. 
A hipótese nula é verdadeira caso: 
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 𝐹0 > 𝐹𝛼,𝑧−1,𝑁−𝑧 (3.101) 
 
Sendo 𝐹 a distribuição F, (1 − 𝛼) o nível de confiança na afirmação da hipótese, (𝑧 − 1) 
o número de graus de liberdade para a dada variável Z, (𝑁 − 𝑧) o número de graus de liberdade 
total e 𝐹0 é dado por: 
 
 
𝐹0 = 
𝑆𝑆𝑧/(𝑧 − 1)
𝑆𝑆𝐸/(𝑁 − 𝑧)
 
(3.102) 
 
Assim, para o planejamento fatorial em questão, temos que: 
 
𝐻0: 𝜏𝑖 = 0 será rejeitada se: 
 
 𝑆𝑆𝐴/(𝑎 − 1)
𝑆𝑆𝐸/𝑎. 𝑏. (𝑛 − 1)
>  𝐹𝛼,𝑎−1,𝑎.𝑏.(𝑛−1) 
(3.103) 
 
𝐻0: 𝛽𝑗 = 0 será rejeitada se: 
 
 𝑆𝑆𝐵/(𝑏 − 1)
𝑆𝑆𝐸/𝑎. 𝑏. (𝑛 − 1)
>  𝐹𝛼,𝑏−1,𝑎.𝑏.(𝑛−1) 
(3.104) 
 
𝐻0: (𝜏𝛽)𝑖𝑗 = 0 será rejeitada se: 
 
 𝑆𝑆𝐴𝐵/(𝑎 − 1)(𝑏 − 1)
𝑆𝑆𝐸/𝑎. 𝑏. (𝑛 − 1)
>  𝐹𝛼,(𝑎−1).(𝑏−1),𝑎.𝑏.(𝑛−1) 
(3.105) 
 
Nesse trabalho, a análise dos efeitos dos parâmetros foi realizada através do software 
Minitab®. 
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES 
 
 
Esse capítulo apresenta a análise da influência de variações na folga radial do mancal e 
na viscosidade do óleo do mancal para três diferentes modelos de rotor. Na primeira seção é 
considerado o modelo de rotor rígido. Na segunda, é considerado o modelo de rotor Laval com 
mancais hidrodinâmicos. Na terceira, por fim, é feita a análise para um rotor de eixo flexível 
modelado pelo método de elementos finitos. 
 
4.1 Rotor Rígido 
 
 
A análise de estabilidade de um rotor rígido, com dois níveis de incerteza nos parâmetros 
do mancal, foi a primeira situação analisada. Os níveis de incerteza foram caracterizados pelo 
coeficiente de variação (𝛿), que é a razão entre o desvio-padrão e a média de um dado 
parâmetro: 
 
 𝛿 =  
𝜎
𝜇
 (4.1) 
 
 A Tabela 4.1 mostra os valores médios dos parâmetros do mancal. Os parâmetros 
escolhidos para apresentar variabilidade foram a folga radial (ℎ𝑜) e a viscosidade do óleo (𝜂). 
As amostras para cada parâmetro foram geradas aleatoriamente de acordo com uma distribuição 
gama. Os níveis de incerteza correspondem a coeficientes de variação de 5% (nível -) e 10% 
(nível +). A Tabela 4.2 mostra os níveis de cada variável considerado em cada ensaio. 
A Figura 4.1 mostra o histograma padronizado por probabilidade para a folga radial com 
desvio-padrão de 5%, com 8.000 objetos gerados na amostra. É interessante notar que se trata 
de uma distribuição gama, com suporte positivo, mas que nesse caso ela se assemelha a uma 
distribuição normal. Assim como a distribuição normal, ela pode ser descrita por uma média e 
um desvio-padrão, que se relacionam com os parâmetros de forma e escala (que geralmente 
caracterizam a distribuição gama). O mesmo histograma é apresentado para a viscosidade na 
Figura 4.2, em que as mesmas características podem ser observadas. 
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Tabela 4. 1 – Valores médios dos parâmetros utilizados na modelagem do rotor rígido. 
Parâmetro Valor médio 
ℎ𝑜 (Folga radial do mancal) [µm] 90 
𝜂 (Viscosidade do óleo do mancal) [Pa.s] 0,04 
𝑅 (Raio do mancal) [mm] 20 
𝐿 (Comprimento do mancal) [mm] 20 
m (massa do rotor) [kg] 2,67 
 
 
Tabela 4. 2  - Níveis considerados para cada variável em cada ensaio 
Ensaio ℎ𝑜 𝜂 
1 + + 
2 + - 
3 - + 
4 - - 
 
 
Figura 4. 1  - Histograma normalizado por probabilidade para a folga radial, com média de 90μm e desvio-
padrão de 5% 
 
66 
 
 
Figura 4. 2 - Histograma normalizado por probabilidade para a viscosidade, com média de 0.04 Pa.s e 
desvio-padrão de 5% 
 
A Figura 4.3  mostra em vermelho as curvas de carga do rotor de 2,67kg para a situação 
com 5% de coeficiente de variação na viscosidade e na folga e em azul as curvas de limite de 
estabilidade. É possível notar que após 80Hz (aproximadamente) a razão de excentricidade 
tende a zero, o que indica que o centro do eixo coincide com o centro do mancal a partir dessa 
rotação. A região em que as curvas vermelhas cruzam as curvas azuis corresponde à zona de 
transição de estabilidade.  
Para um rotor de massa de 200kg, as mesmas curvas são apresentadas na Figura 4.4. 
Nesse caso, nota-se que para a faixa de velocidades de rotação simuladas, a razão de 
excentricidade não atinge o valor nulo, ou seja, não ocorre coincidência do centro do eixo com 
o centro do mancal. Como a massa do rotor (e por consequência a carga no mancal) é alta, 
espera-se que essa centralização do eixo no mancal não ocorra de fato. A região de cruzamento 
das curvas muda, mas a zona de instabilidade sofre pouca variação. 
Já a Figura 4.5 mostra as curvas de carga e de limite de estabilidade para o rotor de 400kg. 
É possível notar que há outra mudança na região de transição de estabilidade, sendo então mais 
amplas que as para o rotor rígido de massas menores. 
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Figura 4. 3 – Curvas de carga (vermelho) e curvas de limite de estabilidade (azul) para coeficiente de 
variação de 5% para o rotor de 2,67kg 
 
 
Figura 4. 4 – Curvas de carga (vermelho) e curvas de limite de estabilidade (azul) para coeficiente de 
variação de 5% para o rotor de 200kg 
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Figura 4. 5 – Curvas de carga (vermelho) e curvas de limite de estabilidade (azul) para coeficiente de 
variação de 5% para o rotor de 400kg 
 
Para determinar o número suficiente de objetos na amostra para as simulações de Monte 
Carlo, é necessário verificar a convergência do método, ou seja, é necessário verificar com qual 
número de objetos ocorre a estabilização dos momentos estatísticos analisados, que no caso 
foram a média, a variância, a simetria e a curtose.  A Figura 4.6 mostra o valor desses momentos 
em função do número de objetos na amostra, para 5% de desvio-padrão dos parâmetros de 
entrada. Fica evidente que com 5.000 objetos na amostra os valores da média e da variância já 
estão estáveis. Para esse número, a simetria e a curtose apresentam certa variação, de forma que 
foi considerado que a convergência ocorreu em 10.000 para melhores resultados. 
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Figura 4. 6  - Valores de média, variância, simetria e curtose do limite de estabilidade do rotor rígido em 
função do número de objetos na amostra 
 
O histograma padronizado por probabilidade dos pontos de transição de estabilidade para 
o rotor rígido de massa de 2,67kg é apresentado na Figura 4.7. Para o rotor de 200kg, o 
histograma é apresentado na Figura 4.8. É possível verificar que as distribuições são 
aproximadamente simétricas e que as faixas de instabilidade são aproximadamente as mesmas, 
sendo que para o rotor de 200kg ela é um pouco menor. A faixa de instabilidade é caracterizada 
pela região de cruzamento entre as curvas vermelhas e azuis das Figuras 4.3, 4.4 e 4.5. 
A Figura 4.9, por sua vez, mostra o histograma para o rotor de massa de 400kg. É possível 
ver que a distribuição não é mais simétrica, a faixa de instabilidade aumenta e a máxima rotação 
segura também aumenta. 
Essa mudança para o rotor de 400kg ocorre porque a zona de cruzamento entre as curvas 
de carga e as curvas de limite de estabilidade mudaram. Por essa mudança na zona de transição 
de estabilidade, recomenda-se que a análise de influência de parâmetros seja feita caso os 
parâmetros do sistema mudem ocasionando essa mudança de zona, que aqui foi caracterizada 
pelo aumento da massa. 
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Figura 4. 7 - Histograma padronizado por probabilidade do limite de estabilidade do rotor rígido com 
massa de 2,67kg 
 
Figura 4. 8 - Histograma padronizado por probabilidade do limite de estabilidade do rotor rígido com 
massa de 200kg 
 
 
71 
 
 
Figura 4. 9 - Histograma padronizado por probabilidade do limite de estabilidade do rotor rígido com 
massa de 400kg 
 
Os efeitos da folga radial (ℎ𝑜) e da viscosidade (𝜂) analisados pelo software Minitab®, 
de acordo com a seção 3.6 desse texto. Esses efeitos são apresentados verificados nas figuras a 
seguir. Na Figura 4.10, os efeitos na média do limite de estabilidade são apresentados. É 
possível verificar que a folga tem mais influência que a viscosidade e que a relação é direta, ou 
seja: quanto maior a folga, maior a média do limite de estabilidade. A Figura 4.11 mostra que, 
para o intervalo de variação estudado (de 5% a 10% no coeficiente de variação) há pouca 
interação entre a folga e a viscosidade.  
Para uma confiança de 95%, apenas a folga tem influência significativa na média do limite 
de estabilidade, como pode ser visto na Figura 4.12. Isso significa que, para coeficientes de 
variação entre 5% e 10%, a viscosidade e a interação entre a viscosidade e a folga não causam 
alterações significativas na média do limite de estabilidade. 
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Figura 4. 10  - Influência da folga e da viscosidade na média do limite de estabilidade (rotor rígido) 
 
 
Figura 4. 11 - Gráfico da interação entre folga e viscosidade para a média do limite de estabilidade (rotor 
rígido) 
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Figura 4. 12  - Efeitos padronizados na média do limite de estabilidade (rotor rígido) 
 
A Figura 4.13 mostra os efeitos dos parâmetros na variância do limite de estabilidade. É 
possível verificar que a folga também tem mais influência do que a viscosidade na variância do 
limite de estabilidade. Assim como para a média, a interação entre os dois parâmetros na 
variância é pequena, como mostra a Figura 4.14. A Figura 4.15 mostra que só a folga tem 
influência significativa na variância do limite de estabilidade. 
 
 
Figura 4. 13 - Influência da folga e da viscosidade na variância do limite de estabilidade (rotor rígido) 
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Figura 4. 14 - Gráfico da interação entre folga e viscosidade para a variância do limite de estabilidade 
(rotor rígido) 
 
 
Figura 4. 15 - Efeitos padronizados na variância do limite de estabilidade (rotor rígido) 
 
Para a simetria, a folga também tem mais influência, de acordo com a Figura 4.16. A 
Figura 4.17 mostra que não há interação entre os parâmetros para a simetria, para o intervalo 
considerado. A Figura 4.18 mostra que nem a folga, nem a viscosidade e nem a interação entre 
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elas têm efeitos significativos na simetria do limite de estabilidade. As mesmas observações 
podem ser feitas para a curtose, através das Figuras 4.19, 4.20 e 4.21. 
 
 
Figura 4. 16  - Influência da folga e da viscosidade na simetria do limite de estabilidade (rotor rígido) 
 
 
Figura 4. 17  - Gráfico da interação entre folga e viscosidade para a simetria do limite de estabilidade 
(rotor rígido) 
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Figura 4. 18  - Efeitos padronizados na simetria do limite de estabilidade (rotor rígido) 
 
 
Figura 4. 19  - Influência da folga e da viscosidade na curtose do limite de estabilidade (rotor rígido) 
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Figura 4. 20  - Gráfico da interação entre folga e viscosidade para a curtose do limite de estabilidade 
(rotor rígido) 
 
 
Figura 4. 21  - Efeitos padronizados na curtose do limite de estabilidade (rotor rígido) 
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4.2 Rotor Laval 
 
 
A análise de estabilidade de um rotor Laval com mancais hidrodinâmicos, com dois níveis 
de incerteza nos parâmetros do mancal, foi a segunda situação analisada. A Tabela 4.3 mostra 
os valores médios dos parâmetros utilizados na simulação. Novamente, os parâmetros que 
apresentam variabilidade são a folga radial (ℎ𝑜) e a viscosidade do óleo (𝜂). Os níveis de 
incerteza correspondem a coeficientes de variação de 5% (nível -) e 10% (nível +) e os ensaios 
foram numerados conforme Tabela 4.2. As amostras para cada parâmetro foram geradas 
aleatoriamente de acordo com uma distribuição gama.  
 
Tabela 4. 3  – Valores médios dos parâmetros utilizados na modelagem do rotor flexível. 
Parâmetro Valor 
médio 
ℎ𝑜 (Folga radial do mancal) [µm] 90 
𝜂 (Viscosidade do óleo do mancal) [Pa.s] 0,04 
𝑅 (Raio do mancal) [mm] 20 
𝐿 (Comprimento do mancal) [mm] 20 
m (massa do disco) [kg] 2,67 
𝐷𝑒𝑖𝑥𝑜 (diâmetro do eixo) [m]  0,012 
𝐿𝑒𝑖𝑥𝑜 (comprimento do eixo) [m] 0,6 
𝜌 (densidade do material do eixo) [kg/m³] 7850 
𝐸 (módulo de elasticidade do material do eixo) [GPa] 210 
 
A Figura 4.22 apresenta as curvas de carga (vermelho) e de limite de estabilidade (azul) 
para o sistema de rotor flexível com massa de 2,67kg e coeficientes de variação de 5% para a 
viscosidade e para a folga. É possível notar que há pouca variação na curva de limite de 
estabilidade, de forma que a zona de cruzamento entre as curvas vermelhas e azuis, que 
caracteriza a zona de instabilidade, tem pouca variação.  
Diferente do caso do rotor rígido, o aumento da massa no sistema de rotor flexível causa 
não só alteração nas curvas de carga como também nas curvas de limite de estabilidade. Isso 
porque o limite de estabilidade do rotor flexível depende da frequência natural do sistema. Na 
Figura 4.23 são apresentadas as curvas de carga para um sistema com massa do disco de 25kg, 
de forma que é possível observar que as curvas de limite de estabilidade se deslocaram para a 
esquerda, o que indica uma diminuição no limite de estabilidade. 
79 
 
Entretanto, não faz sentido aumentar a massa do disco do rotor flexível sem alterar outros 
parâmetros do sistema, como foi feito no rotor rígido. Isso porque no rotor rígido, a estabilidade 
do mancal depende apenas de parâmetros do mancal, mas no caso do rotor flexível, parâmetros 
do eixo (como módulo de elasticidade, diâmetro e comprimento) também são relevantes, de 
forma que é inconsistente alterar apenas a massa.  
É necessário, então, analisar a influência dos parâmetros para sistemas caracterizados de 
forma diferente, ou seja, que impliquem regiões de cruzamento das curvas diferentes 
(principalmente se houver cruzamento na região em que as curvas do limite de estabilidade 
ficam estáveis com a razão de excentricidade).  
 
 
Figura 4. 22 – Curvas de carga (vermelho) e curvas de limite de estabilidade (azul) para coeficiente de 
variação de 5% para o rotor flexível de 2,67kg 
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Figura 4. 23 – Curvas de carga (vermelho) e curvas de limite de estabilidade (azul) para coeficiente de 
variação de 5% para o rotor flexível de 25kg 
 
 
Figura 4. 24 – Curvas de carga (vermelho) e curvas de limite de estabilidade (azul) para coeficiente de 
variação de 10% para o rotor flexível de 2,67kg 
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A Figura 4.24 mostra as curvas de carga e de limite de estabilidade do rotor flexível de 
2,67kg para 10% de coeficiente de variação. Comparando com a Figura 4.22, é possível 
verificar que o aumento do coeficiente de variação faz com que as curvas de carga apresentem 
mais variação, enquanto as curvas de limite de estabilidade apresentam pouco aumento na 
variação, o que indica que, nessa região de cruzamento entre as curvas, o aumento do 
coeficiente de variação não causa grande aumento na incerteza do limite de estabilidade.  
A Figura 4.25 mostra a média, a variância, a simetria e a curtose do limite de estabilidade 
para variações de 5% dos dois parâmetros. É possível notar que todos os momentos 
considerados apresentam pouca variação a partir de 5.000 objetos na amostra. Como os 
resultados são ainda melhores após dos 8.000 objetos na amostra, então esse foi o número de 
realizações escolhidas para o Monte Carlo nesse modelo. 
Os histogramas padronizados por probabilidade, para coeficientes de variação de 5%, 
para os rotores de massa de 2,67kg e 25kg são apresentados nas Figuras 4.26 e 4.27, 
respectivamente. Nota-se que, para o rotor de 2,67kg, a faixa de instabilidade é pequena quando 
comparada à faixa de instabilidade do rotor de 25kg. Essa diferença se dá pela região de 
cruzamento das curvas de carga e de limite de estabilidade, assim como ocorre no rotor rígido. 
Entretanto, como já comentado anteriormente, o caso do rotor de 25kg tem pouca 
representação real, uma vez que caracteriza um sistema com baixa frequência natural. É 
interessante, então, avaliar outras situações de mudança de região de cruzamentos de curva, que 
sejam caracterizadas por variações de outros parâmetros que não sejam apenas a massa do 
disco. Essa análise não foi realizada nesse trabalho e é indicada como sugestão para trabalhos 
futuros na seção 5.2. 
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Figura 4. 25 - Valores de média, variância, simetria e curtose do limite de estabilidade do rotor flexível em 
função do número de objetos na amostra 
 
Figura 4. 26  - Histograma padronizado por probabilidade do limite de estabilidade do rotor Laval com 
massa de 2,67kg com coeficiente de variação de 5% 
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Figura 4. 27 - Histograma padronizado por probabilidade do limite de estabilidade do rotor Laval com 
massa de 25kg com coeficiente de variação de 5% 
 
 
Figura 4. 28  - Histograma padronizado por probabilidade do limite de estabilidade do rotor Laval com 
massa de 2,67kg com coeficiente de variação de 10% 
 
A Figura 4.28 mostra o histograma padronizado por probabilidade do limite de 
estabilidade do rotor Laval com massa de 2,67kg com coeficiente de variação de 10%, 
correspondente, portanto, à região de cruzamento das curvas azuis e vermelhas da Figura 4.24. 
Como esperado, pode-se notar que, mesmo com coeficiente de variação de 10%, a incerteza no 
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limite de estabilidade é maior em relação à incerteza com coeficiente de variação de 5% 
(apresentado na Figura 4.26).  
A influência da folga e da viscosidade na média do limite de estabilidade para o rotor 
flexível está apresentada na Figura 4.29. É possível notar que a viscosidade apresenta maior 
influência e que essa influência é inversa. A Figura 4.30 mostra que, nesse intervalo de 
coeficientes de variação, não há influência cruzada das variáveis. A Figura 4.31, por sua vez, 
mostra que nenhum fator tem efeito significativo na média de estabilidade do rotor flexível, 
para confiança de 95%. 
 
 
Figura 4. 29 -  Influência da folga e da viscosidade na média do limite de estabilidade (rotor flexível) 
 
 
Figura 4. 30  - Gráfico da interação entre folga e viscosidade para a média do limite de estabilidade (rotor 
flexível) 
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Figura 4. 31  - Efeitos padronizados na média do limite de estabilidade (rotor flexível) 
 
A Figura 4.32 indica que a folga tem maior influência na variância do limite de 
estabilidade do rotor flexível. Na Figura 4.33 é possível verificar que não há interação entre os 
fatores na variância do limite de estabilidade. Para esse momento, apenas a folga tem efeito 
significativo para o rotor flexível modelado como Laval, conforme pode ser verificado na 
Figura 4.34. 
 
 
Figura 4. 32  -  Influência da folga e da viscosidade na variância do limite de estabilidade (rotor flexível) 
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Figura 4. 33  - Gráfico da interação entre folga e viscosidade para a variância do limite de estabilidade 
(rotor flexível) 
 
 
Figura 4. 34  - Efeitos padronizados na variância do limite de estabilidade (rotor flexível) 
 
No caso da simetria e da curtose do limite de estabilidade para o rotor flexível, os 
resultados são bastante parecidos. A folga tem maior influência, conforme pode ser verificado 
nas Figuras 4.35 e 4 .38. Há interação entre os fatores, conforme Figuras 4.36 e 4.39. Apenas a 
folga tem efeito significativo sobre esses momentos, de acordo com a Figuras 4.37 e 4.40. 
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Figura 4. 35 -  Influência da folga e da viscosidade na simetria do limite de estabilidade (rotor flexível) 
 
 
Figura 4. 36 - Gráfico da interação entre folga e viscosidade para a simetria do limite de estabilidade 
(rotor flexível) 
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Figura 4. 37  - Efeitos padronizados na simetria do limite de estabilidade (rotor flexível) 
 
 
Figura 4. 38 -  Influência da folga e da viscosidade na curtose do limite de estabilidade (rotor flexível) 
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Figura 4. 39 - Gráfico da interação entre folga e viscosidade para a curtose do limite de estabilidade (rotor 
flexível) 
 
 
 
Figura 4. 40  - Efeitos padronizados na curtose do limite de estabilidade (rotor flexível) 
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4.3 Rotor Modelado por Elementos Finitos 
 
 
O modelo de sistema considerado para modelagem em elementos finitos é indicado na 
Figura 4.41. Foi considerado um rotor com disco centralizado e mancais hidrodinâmicos 
idênticos e simétricos. A base de fixação é considerada rígida. O sistema foi então discretizado 
em 11 nós, conforme indicado pelos pontos vermelhos na Figura 4.41. 
 
 
Figura 4. 41 – Esquema do rotor considerado na modelagem por elementos finitos 
 
Foram considerados os mesmo dois níveis do coeficiente de variabilidade δ (razão entre o 
desvio padrão e a média) para cada variável de influência (ou fator). O nível baixo (-) considera 
δ=5% e o nível alto (+) considera δ=10%. Os fatores de influência considerados foram, assim 
como nos modelos anteriores, a folga e a viscosidade e os ensaios foram realizados conforme 
Tabela 4.2 .  
Os valores de todos os outros parâmetros do problema, bem como os valores médios dos 
parâmetros que foram considerados como fontes de variabilidade são apresentados na Tabela 
4.4. As mostras aleatórias geradas para cada mancal foram diferentes, de forma que, nas 
simulações de Monte Carlo, os mancais apresentam folgas e viscosidades diferentes. Nesse 
modelo foi considerado amortecimento estrutural proporcional do eixo. Esse amortecimento é 
proporcional apenas rigidez do eixo, com o coeficiente indicado na tabela abaixo. 
 
Tabela 4. 4  – Valores dos parâmetros do mancal considerados nas simulações 
Número de Nós 11 
Nó de localização da massa 6 
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Nós de localização dos mancais 3 e 9 
Diâmetro do eixo [mm] 12 
Diâmetro do eixo dentro dos mancais [mm] 30 
Comprimento do elemento de disco [m] 0,047 
Diâmetro interno do disco [m] 0,012 
Diâmetro externo do disco [m] 0,09 
Módulo de elasticidade do aço (material do eixo e do disco) [N/m²] 2,1.1011 
Módulo de cisalhamento do aço (material do eixo e do disco) [N/m²] 0,796.1011 
Densidade do aço (material do eixo e do disco) [kg/m3] 7860 
Gravidade [m/s²] 9,81 
Folga radial dos mancais [m] 0,00009 
Viscosidade do óleo dos mancais [Pa.s] 0,04 
Coeficiente de proporção de amortecimento do eixo 0,00003 
 
A Figura 4.42 apresenta o Diagrama de Campbell do sistema, apenas com as primeiras 
quatro frequências naturais, duas de corpo rígido (azul e   vermelho) e as frequências direta e 
retrógrada do primeiro modo de flexão, com coeficientes de variação de 5% para a folga e para 
a viscosidade. A Figura 4.43 mostra em detalhe a região em que o fator de amortecimento se 
torna negativo, caracterizando aumento da vibração com o tempo e, portanto, o fenômeno de 
instabilidade fluido-induzida. Nessa figura é possível observar que há uma série de curvas que 
cruzam o valor zero após os 40 Hz, caracterizando o início da instabilidade. 
Em ambas as figuras é possível ver que há pouca variação da rotação em que ocorre a 
transição de estabilidade, representando o resultado encontrado de que o sistema modelado é 
robusto em relação aos parâmetros escolhidos para análise. 
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Figura 4. 42  - Diagrama de Campbell para as 3 primeiras frequências naturais para coeficientes de 
variação de 5% 
 
 
Figura 4. 43  - Detalhe do Diagrama de Campbell: região de fator de amortecimento negativa, 
caracterizando instabilidade 
 
A média, a variância, a simetria e a curtose do limite de estabilidade para variações de 
5% dos dois parâmetros em função do número de objetos na amostra pode ser verificada na 
Figura 4 .44. É possível notar que todos os momentos considerados apresentam pouca variação 
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a partir de aproximadamente 8.000 objetos na amostra, de forma que esse foi o número de 
objetos na amostra escolhido para as simulações. 
 
 
Figura 4. 44  - Valores de média, variância, simetria e curtose do limite de estabilidade do rotor flexível 
modelado por elementos finitos em função do número de objetos na amostra 
 
O histograma padronizado por probabilidade do limite de estabilidade para coeficientes 
de variação de 5% é apresentado na Figura 4.45. É possível notar que a faixa de transição de 
estabilidade é pequena (de 41,45Hz a 41,9Hz), de forma que a dispersão da distribuição desse 
limite de estabilidade é menor do que a do rotor Laval, que varia de 39,4Hz a 41,4Hz (Figura 
4.26). Além disso, há uma pequena diferença na média: para o modelo de elementos finitos, a 
média é de 41,74Hz, enquanto que para o modelo Laval, a média é de 40,25 Hz.  
Essas diferenças são justificadas pelas diferenças presentes entre os modelos: o modelo 
Laval considera apenas uma rigidez proporcional do eixo na vertical e o modelo de elementos 
finitos apresenta o modelo de viga de Timoshenko (que considera efeitos de cisalhamento), 
além de considerar amortecimento estrutural proporcional do eixo. Além disso, no modelo 
Laval os mancais são idênticos, enquanto no modelo de elementos finitos, as incertezas foram 
aplicadas de forma independente em cada mancal, de forma que eles não são necessariamente 
idênticos. 
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Figura 4. 45 - Histograma padronizado por probabilidade do limite de estabilidade do rotor flexível com 
massa de 2,67kg 
 
A Figura 4.46 mostra que, para esse modelo, tanto a folga como a viscosidade apresentam 
efeitos inversos na média do limite de estabilidade, ou seja, quanto maior a folga, menor a 
média e quanto maior a viscosidade, menor a média. A viscosidade tem maior efeito que a folga. 
No intervalo estudado, não há interação entre os fatores na alteração da média (Figura 4.47). 
Nem a folga, nem a viscosidade e nem a interação entre elas causam efeitos significativos na 
média do limite de estabilidade, de acordo com a Figura 4.48, para confiança de 95%. 
 
 
Figura 4. 46  -  Influência da folga e da viscosidade na média do limite de estabilidade (rotor flexível 
modelado por elementos finitos) 
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Figura 4. 47  - Gráfico da interação entre folga e viscosidade para a média do limite de estabilidade (rotor 
flexível modelado por elementos finitos) 
 
Figura 4. 48  - Efeitos padronizados na média do limite de estabilidade (rotor flexível modelado por 
elementos finitos) 
 
A Figura 4.49 mostra que a folga quase não tem influência na variância do limite de 
estabilidade quando comparada à viscosidade. Não há interação entre os dois fatores, conforme 
Figura 4.50. Pode-se verificar na Figura 4.51 que a viscosidade tem efeito significativo na 
variância do limite de estabilidade. 
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Figura 4. 49  -  Influência da folga e da viscosidade na variância do limite de estabilidade (rotor flexível 
modelado por elementos finitos) 
 
 
Figura 4. 50  - Gráfico da interação entre folga e viscosidade para a variância do limite de estabilidade 
(rotor flexível modelado por elementos finitos) 
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Figura 4. 51  - Efeitos padronizados na variância do limite de estabilidade (rotor flexível modelado por 
elementos finitos) 
 
A Figura 4.52 mostra que, para a simetria, a viscosidade tem comparativamente mais 
efeito que a folga. Verifica-se na Figura 4.53 que, nesse intervalo analisado, não há interação 
entre os fatores. Por fim, a Figura 4.54 mostra que, para uma confiança de 95%, nenhum fator 
tem efeito significativo na simetria do limite de estabilidade. 
 
 
Figura 4. 52  -  Influência da folga e da viscosidade na simetria do limite de estabilidade (rotor flexível 
modelado por elementos finitos) 
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Figura 4. 53  - Gráfico da interação entre folga e viscosidade para a simetria do limite de estabilidade 
(rotor flexível modelado por elementos finitos) 
 
 
Figura 4. 54  - Efeitos padronizados na simetria do limite de estabilidade (rotor flexível modelado por 
elementos finitos) 
 
A Figura 4.55 indica que a viscosidade também tem mais influência do que a folga para 
a curtose e essa influência é direta. A Figura 4.56 indica que não há interação entre os dois 
fatores. Nenhum dos fatores tem efeito significativo sobre a curtose, como pode-se verificar na 
Figura 4.57. 
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Figura 4. 55 -  Influência da folga e da viscosidade na curtose do limite de estabilidade (rotor flexível 
modelado por elementos finitos) 
 
 
Figura 4. 56 - Gráfico da interação entre folga e viscosidade para a curtose do limite de estabilidade (rotor 
flexível modelado por elementos finitos) 
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Figura 4. 57  - Efeitos padronizados na curtose do limite de estabilidade (rotor flexível modelado por 
elementos finitos) 
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5 CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 
 
5.1 Conclusões 
 
 
 Esse trabalho tem como objetivo avaliar a influência de incertezas no limite de 
estabilidade fluido-induzida de rotores, utilizando o método de Monte Carlo. Foram avaliados 
os modelos de rotor rígido, em que o eixo é considerado sem qualquer flexibilidade, o modelo 
de rotor Laval (com os mancais hidrodinâmicos), que considera a flexibilidade do eixo e, por 
fim, o rotor flexível modelado por elementos finitos. Foram feitas simulações para sistemas 
com mesmos parâmetros, salvo suas individualidades.  
As fontes de variabilidade escolhidas foram a folga radial do mancal e a viscosidade do 
óleo do mancal. Foram determinados dois níveis para o coeficiente de variação desses fatores: 
5% e 10%. Foi realizado, então, um planejamento fatorial completo e foram avaliados os efeitos 
dos fatores na média, variância, simetria e curtose dos limites de estabilidade obtidos. 
A convergência do método de Monte Carlo foi obtida em 10.000 objetos na amostra para 
o modelo de rotor rígido, em 8.000 objetos na amostra para o modelo de rotor Laval e em 8.000 
para o rotor modelado por elementos finitos. Assim, fica evidente que a convergência do 
método não depende da complexidade do modelo, uma vez que, no caso desse trabalho, o 
modelo mais simples teve a convergência com mais número de objetos na amostra. Os 
parâmetros que foram considerados como fonte de variabilidade foram modelados pela 
distribuição gama, que era a distribuição adequada de acordo com o Princípio da Máxima 
Entropia.  
No caso do rotor rígido, a variabilidade da folga apresentou mais efeito do que 
variabilidade da viscosidade tanto para a média como para a variância, para a simetria e para a 
curtose do limite de estabilidade. Para o rotor Laval com mancais hidrodinâmicos, a viscosidade 
apresentou maior influência que a folga na média do limite de estabilidade, mas os outros três 
momentos estatísticos apresentaram ser mais influenciados pela folga. Já no rotor modelado por 
elementos finitos, ficou evidente que a variabilidade da viscosidade tem mais influência que a 
variação da folga na variação do limite de estabilidade, uma vez que todos os momentos 
estatísticos são mais influenciados pela viscosidade. 
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Nos três modelos, a interação entre os parâmetros foi fraca ou inexistente no intervalo 
considerado. O modelo de rotor rígido apresentou ter uma pequena interação entre a folga e a 
viscosidade para a média e a variância do limite de estabilidade. No caso do rotor Laval, há 
pequena interação na simetria e na curtose do limite de estabilidade. No caso do modelo de 
elementos finitos, não há interação em nenhum dos momentos analisados do limite de 
estabilidade, dentro do intervalo de variação dos parâmetros. 
Ao considerar uma confiança de 95%, a variação da folga tem efeitos significativos na 
média e na variância do limite de estabilidade do rotor rígido. Para o rotor Laval, a folga 
apresenta efeito significativo na variância, na simetria e na curtose do limite de estabilidade. 
No caso do modelo de elementos finitos, a viscosidade tem efeito significativo apenas na 
variância do limite de estabilidade.  
O modelo de elementos finitos apresenta uma zona de transição menor em relação ao 
modelo Laval, apresentando-se assim como um modelo mais robusto. Além disso, ele é mais 
influenciado pela viscosidade do óleo, enquanto o modelo Laval só tem a média do limite de 
estabilidade mais influenciada pela variação da viscosidade e os outros momentos estatísticos 
mais influenciados pela variação da folga radial. 
As diferenças na distribuição do limite de estabilidade do modelo de elementos finitos 
em relação ao modelo Laval podem ser explicadas pelas diferenças entre eles: o eixo do modelo 
de elementos finitos é modelado por viga de Timoshenko, além de considerar amortecimento 
estrutural proporcional do eixo. Além disso, os mancais não são idênticos, uma vez que as 
incertezas foram adicionadas a eles de forma independente. 
Como o modelo de elementos finitos é mais completo, recomenda-se que a análise de 
influência da variabilidade dos parâmetros seja feita com base nesse modelo. O modelo Laval 
é recomendável apenas para uma primeira aproximação. 
É importante ressaltar que essas análises são válidas para sistemas que podem ser 
caracterizados de forma semelhante aos estudados. No caso do rotor rígido, para sistemas que 
possuam elevada massa, de forma que as curvas de carga cruzem a curva do limite de 
estabilidade na região em que estas já apresentam uma razão de excentricidade constante em 
função da rotação, a região de transição tende a ser mais ampla, o que pode indicar maior 
sensibilidade aos parâmetros. No caso do rotor flexível, também é importante avaliar a região 
do cruzamento de curvas, mas nesse caso a alteração da massa não pode ser considerada isolada 
da alteração de outros parâmetros: um aumento da massa caracteriza uma diminuição na 
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frequência natural, de forma que as curvas de limite de estabilidade se deslocam para a 
esquerda, diminuindo a maior rotação segura possível. 
Assim, esse trabalho verificou a influência da variabilidade na folga radial do mancal e 
na viscosidade do óleo do mancal no limite de estabilidade de rotores rígido, Laval e flexível 
modelado por elementos finitos. Verificou-se que tanto a folga quanto a viscosidade 
influenciam no limite de estabilidade, influência essa que pode se dar na média, na variância, 
na simetria ou na curtose, dependendo do modelo.  
O rotor flexível modelado por elementos finitos mostrou-se ser mais afetado pela variação 
da viscosidade do óleo e, como se trata do modelo mais completo, entende-se que representa 
melhor sistemas reais. Como de fato um sistema real pode sofrer variações de temperatura que 
levam a alterações de viscosidade do óleo, fica evidente que um sistema rotativo pode ter seu 
limite de estabilidade fluido-induzida alterado em relação ao limite pré-estabelecido em projeto, 
de forma que a segurança na operação desse sistema pode ser comprometida caso as 
variabilidades não sejam consideradas. 
 
5.2 Sugestões para trabalhos futuros 
 
 
Indica-se, como desdobramentos desse trabalho:  
1. Considerar sistemas diferentes dos estudados, a fim de verificar se, mesmo com a mudança 
da região de transição de estabilidade, o limite é afetado da mesma forma pelos parâmetros 
considerados. 
2. Considerar modelos numéricos de mancais hidrodinâmicos (generalizando a modelagem para 
qualquer mancal, não apenas aqueles que atendem a hipótese de mancais curtos), para melhorar 
a precisão dos resultados de limite de estabilidade em relação a um sistema real e comparar 
com os resultados desse trabalho. 
3. Considerar modelos de variação da viscosidade em função da temperatura para modelar a 
variação da viscosidade, a fim de obter condições de variação mais próximas das reais. 
4. Considerar a estimativa da confiabilidade de sistemas rotativos através dos métodos FORM 
(First order reliability method) e SORM (Second order reliability method). 
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